TD 13 : Opérateurs linéaires II.

1. Soit les fonctions de Bessel I,, définie par
I,(x) = f/ €<% cos(nd)do
0

Démontrer que
I () = (1/2) (In-1(z) + Int1(2))

Il n’est pas difficile de voir que I,,(x) = I_,(x). Les fonctions exp(—z)Il,(x)
(n = 0,1,...) peuvent former une base dans un certain sous espace des fonc-
tions. Donner l’expression de la matrice de 'opérateur D dans cette base. [ Trés
important dans les problémes de matrices tridiagonal. |

2.  Soit les fonctions d’Hermite

mn

B (z) = Cp(—1)" exp(z?/2) d

o exp(—a?) M)

Les premiéres fonctions sont (en multipliant par exp(—22/2) ) 1,2z,422 — 2,...
Les coefficients C),, que nous n’explicitons pas assurent que les fonctions sont
normées. On peut démontrer, avec un peu d’effort, que les fonctions h,, sont
deux & deux orthogonales et forment une base.

Démontrer que pour 'opérateur

H=-D?>+X?

nous avons Hh, (z) = (2n + 1)h,(x). Donner alors la représentation de H dans
la base des h,,.

3. Montrer que si L’opérateur M commute avec tous les autres opérateurs,
alors M = al. [Help : donnez vous une base quelconque (ey, ..., e,) et considerer
lopérateur projection sur e; : Pie; = 0; je1. En utilisant la commutation de
M avec cet opérateur et d’autres opérateurs de projection, démontrer que la
matrice de M dans cette base est diagonale. Ensuite, considérer un opérateur
de permutation cyclique Ile; = e; 1 et considérer sa permutation avec M : en
déduire que tous les élements diagonaux de M sont alors égaux.



4. Supposons que l'opérateur A est diagonalisable et soit A,, ses valeurs propres
(qu’on suppose distincts). Démontrer que

(A -\ ) =0

[Help : Décomposer un vecteur quelconque sur la base propre de A et étudier
Paction de 'opérateur ci-dessus sur ce vecteur.|



