
TD #4 : SL et polyn�mes orthogonaux.
Osillateur harmonique en M.Q.Nous souhaitons résoudre l'équation aux valeurspropre

−u′′(x) + k2x2u(x) = Eu(x) (1)Quelles sont les fontions et valeurs propres de etteéquation (nous savons que pour des raison de physique,nous devons avoir u(±∞) = 0 ) ?1. Poser u(x) = ef(x)v(x) et déduire une équationpour v(x). Comment ette equation se transforme si onhoisit f ′(x) = −kx ?2. L'équation obtenu ommene à ressembler à uneéquation d'Hermit : terme onstant omme oe�ientde v′′, terme linéaire omme oe�ient de v′ et à nou-veau terme onstant omme oe�ient de v. Nous sou-haitons mettre ette équation sous la forme standard
φ′′(y) − 2yφ′(y) = λφIl nous su�t don de proéder à un hangementd'ehelle : poser y = ax et v(x) = φ(y) pour trans-former l'équation en v sous forme standard. Donner lesveteur et valeurs propre de ette dernière équation.3. Donner �nalement la solution omplète de (1).Les formes alternatives d'une équation de SL.Cela ne vous a probablement pas éhappé que nousavons e�etué une transformation (on suppose k = 1)

u = e−x2/2v pour obtenir une équation d'Hermite, etque préisément la fontion e−x2 est le poids assoié àes fontions. Cela n'est évidemment pas un hasard et

ela déoule d'un prinipe beauoup plus général. Soit
y(x) = (1/

√
wα)u(x), où y est la solution d'un systèmeSturm-Liouville αy′′+βy′ = λy. Démontrer que u obéità une équation du genre

u′′ + Ru = 0Remarquer qu'on n'a pas besoin de aluler expliite-ment R pour répondre à ette question ; il faut justedémontrer que le oe�ient du terme en u′ s'annule.Cette forme ( si on avait pris la peine d'expliiter R)est le point de départ d'une approximation élébre, ap-pelé WKB (ou semi-lassique). On l'appelle égalementla deuxième forme d'une équation SL.Relations de réurrene.Démontrer que les polyn�mes orthogonaux obéissentà la relation de réurrene
fn+1(x) = (An + Bnx)fn(x) + Cnfn−1(x)où vous obtiendrez les oe�ients An, Bn, Cn. [Help :Choisir An, Bn pour que ∆ = fn+1− (An +Bnx)fn soitun polyn�me de degrés n−1 et projeter ette di�érenesur la base des fi pour i ≤ n − 1. Il faut utiliser le faitque (fk, x

l)w = 0 si l < k℄Quelques transformations.Démontrer et que L
(−1/2)
n (x) = H2n(

√
x) (Les po-lyn�mes sont dé�nis à une onstante multipliativeprès). [Help : partir de l'équation dé�nissant les Her-mite d'ordre 2n ( u′′ − 2xu′ = −2nu). La questionnous inite à poser x =

√
y et u(x) = φ(y). Transfor-mer l'équation d'Hermit ave e hangement de variablepour aboutir à une équation de Laguerre.℄1


