TD #4 : SL et polynémes orthogonaux.

Oscillateur harmonique en M.Q.

Nous souhaitons résoudre 1’équation aux valeurs
propre

—u"(x) + k*2%u(x) = Bu(x) (1)

Quelles sont les fonctions et valeurs propres de cette
équation (nous savons que pour des raison de physique,
nous devons avoir u(+oo) =0)7

1. Poser u(z) = ef/@y(z) et deéduire une équation
pour v(x). Comment cette equation se transforme si on
choisit f/(x) = —ka?

2. L’équation obtenu commence & ressembler a une
équation d’Hermit : terme constant comme coefficient
de v”, terme linéaire comme coefficient de v’ et & nou-
veau terme constant comme coefficient de v. Nous sou-
haitons mettre cette équation sous la forme standard

¢"(y) — 2yd' (y) = Ao

I nous suffit donc de procéder & un changement
d’echelle : poser y = ax et v(x) = ¢(y) pour trans-
former ’équation en v sous forme standard. Donner les
vecteur et valeurs propre de cette derniére équation.

3. Donner finalement la solution compléte de (1).

Les formes alternatives d'une équation de SL.

Cela ne vous a probablement pas échappé que nous
avons effectué une transformation (on suppose k = 1)
u= e/ pour obtenir une équation d’Hermite, et
que précisément la fonction e~ est le poids associé &
ces fonctions. Cela n’est évidemment pas un hasard et

cela découle d’un principe beaucoup plus général. Soit
y(x) = (1/y/wa)u(x), ou y est la solution d'un systéme
Sturm-Liouville ay” + 3y’ = Ay. Démontrer que u obéit
a une équation du genre

'+ Ru=0

Remarquer qu’on n’a pas besoin de calculer explicite-
ment R pour répondre & cette question; il faut juste
démontrer que le coeffcient du terme en u' s’annule.
Cette forme ( si on avait pris la peine d’expliciter R
Jest le point de départ d’une approximation célébre, ap-
pelée WKB (ou semi-classique). On I'appelle également
la deuxiéme forme d’une équation SL.

Relations de récurrence.

Démontrer que les polynoémes orthogonaux obéissent
a la relation de récurrence

fn-i—l(x) = (An + an)fn(x) + Cnfn—l(x)

ou vous obtiendrez les coefficients A,,, B, C,,. [Help :
Choisir A,,, By, pour que A = f,, 11— (A, + Bpx) f,, soit
un polynome de degrés n—1 et projeter cette différence
sur la base des f; pour i < n — 1. Il faut utiliser le fait
que (fr,z!)y = 0si 1 < k]

Quelques transformations.

Démontrer et que L%_l/z)(x) = Hy,(v/x) (Les po-
lynémes sont définis & une constante multiplicative
prés). [Help : partir de 'équation définissant les Her-
mite d’ordre 2n ( u” — 2zv/ = —2nu). La question
nous incite a poser x = \/y et u(x) = ¢(y). Transfor-
mer ’équation d’Hermit avec ce changement de variable
pour aboutir & une équation de Laguerre.|



