Examen de Mathématiques,

L3 Physique-Chimie
Octobre 2006

1 Oscillation de I'extrémité d’'une oll nous avons posé = Tc/L.

corde.
4. Dorénavant, nous supposerons gue) = ¢sin(wst).

Mise en place du probléme.  Soit une corde dont la hau-Vérifier qu’unesolution particuliérede I'équation (2) est
teur & I'absciss& au tempg est donné pau(x,t), obéissant
aI'’équation bn(t) = Knsin(ont)

0’y ,0%

P ¢ FY2 0 (@) o0 vous déterminerez 'amplitud&,. En ajoutant cette so-
La corde est fixée 4 son extrémité- 0. A l'extrémitéx =L lution a la solution de I'équation homogéne, donner la so-
par contre, la corde est soumise a une oscillatioft.;t) = lution générale de I'équation (2). Déterminez les consmnt
f(t) ou f(t) est une fonction connue, imposée par 'expériestantes a I'aide des conditions initiales de la corde.-Don
mentateur, ef (0) = 0. A l'instantt = 0, nous soupesons lahez alors I'expression de(x,t) par sa série de sinus, ou
corde au reposu(x,0) = 0, d;u(x,t) =0 = 0. Nous souhai- toutes les quantités sur les harmoniques sont connues.
tons savoir comment la mise en oscillation d’une extrémité

se propage dans la corde ( voir fig.1) 5. Discutez pour quels valeurs de la fréquence d’excita-

tion nous obtenons la résonance de la corde.
1. Question préliminaire. ~ Donner la décomposition de la

fonctionh(x) = x/L en série de sinus sur l'intervall8, L]. di id le résul o
Pour plus de simplicité, désignez par la suite les coeffisie. _Indiquez rapidement comment le résultat aurait ete

de la décomposition pa,. Comment ces coefficients Son[nodifié si la corde était soumis localement a une force pro-
modifiés si on multiplieh(x) par (i) une constanta: (ii) portionnelle a sa hauteur, c’est dire obéissait a I'équatio

une fonction dépendante d’un autre paraméfte ? Py Py
2 —
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2. Expliquez pourquoitel quel, nous ne pouvons pas cher-
cher la solutionu(x,t) sous forme de série de sinus. Nous suffit d’indiquer comment chaque étape des questions
devons régulariser les conditions aux limites. Considgrgsrécédentes est modifié.
la fonction
w(x,t) = u(x,t) —xf(t)/L
(i) A quelle équation obéit la fonctiow(x,t) ? (i) Quelle 2 Propagation du son dans un cristal
sont les conditions au limites et initiales pov(x,t) ? (Ies phonons).

3. En décomposantv(x,t) = y,bn(t)sin(nmx/L), dé- Mise en place du probléme.  Nous allons considérer un
montrer que les harmoniques obéissent a I'équation  cristal uni-dimensionnel de maille élémentaitela posi-
by (t)+n2m§bn(t) — Bnf"(t) @) tign d’éqpilibr’e de l'atomen estx, = na. Chaque atonje_
n'interagit qu'avec avec ses deux plus proches voisins.
Nous voulons savoir comment une perturbation des atomes
L par rapport a leur positions d’équilibre se propage dans le
cristal. Soituy, I'écart de I'atomen par rapport a sa position
/\ X d’équilibre (Fig. 2). La forcef,;1_.n exercée par I'atome
. > n+ 1 sur son voisim est une fonction de la distance entre
\J les deux :fnt1-.n = C(Unt1—Un) oUC est un coefficient qui
f(t) dépend de la nature de la liaison chimique (grand pour les
cristaux ioniques ou covalents plus petit pour les cristaux
FIG. 1: Une corde élastique soumise a I'oscillation d’'une deoléculaires). Soitn la masse d’'un atome; son équation
ses extrémités. de mouvementy= F/m) s’écrit, en considérant les forces
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exercées par ses deux voisins, 4. Généralisation.  Pouvez-vous indiquer, en suivant ra-
pidement le méme chemin que pour les questions précé-

d?un dentes, ce qui changerait si un atome interagissait avec ses
gz = (©/m) (~2un+Uns1+Un-1) (4) 4 plus proches voisins ?
5 _ d?u
Dorénavant, nous posero@s = C/m. dt2n = @B (—2Un+ Uny1+Un_1)

- » + 008 (—2Un+ Uni24Un_2)
Résolution. Nous considérerons les quantitas(t)

comme les coefficients de Fourier d'une fonction carac-

téristique(q,t) ol la variableq appartient a l'intervalle 3 Opérateurs Hermitiens.

[-Tt/a,11/4] (la longueur de I'intervalle est doric= 2m/a

). Le paramétrey est souvent appelé “nombre d’'ondegf.  Dans cette question, nous ne considérons que l'espace

s'écrit donc S des fonctionu(x) réelles, infiniment dérivables et qui
tendent vers 0 pour les grandsu(x) — 0 quandx — oo,
g _ On appelle un opérateur une fonction de fonction, une ma-
®a,t) = n_ZmUn“) exp(iaqn) () chine “qui prend une fonction en entrée et produit une fonc-

tion en sortie”. Par exemple, I'opérateDr= d/dx appli-
guée a une fonction produit sa dérivéeu = U’ .
1. En multipliant 'équation (4) pour l'atomen par  On appelle opérateur hérmitien un opérateuel que
exp(iaqn) et en sommant sur toutes les équations, démon-

trer que la fonctionp obéit & I'équation (Hug,up) = (up,Huz) Vur,up €5
20 ou(.,.) désigne le produit scalaire entre fonction.
5z +20%(1—codaq) =0 (6)
1. Démontrer que I'opérateut/dx n'est pas hermitien,
[Help : Utilisez et justifiez S ., uns1expliagn) = Maisque I'opé_rateLctz/dx2 est hermitien [Help : vous pou-
T Unexp(iag(nT 1)) 1. vez avoir besoin d’'une ou deux intégrations par partie].

2. On appelle fonction propre d’'un opératddiune fonc-
2. Vérifiez que la solution de cette équation différentieligon u(x) telle que

linéaire homogéne de seconde ordrd est donnée par Hu=Au

£) = A(Q) extlicot) - B(a) exnl —icnt ou A est une constante appelée valeur propre. Par exemple,
®a.t (o) explicagt) +B(a) expl—iext) la fonction sirfkx) est une fonction propre de I'opérateur

Lo . _ : .. d?/dx? associée a la valeur proprek?.
OU wy = 2wpsin(ag/2). [Help : arranger d'abord Féquation Démontrez que si; etuy sont deux fonctions propres de

(6) en exprimant cq9) en fonction de sif]. A(q) etB(q) I'opérateur hermitierH associée aux deux valeurs propres

sont des fonctions du paramégemais pas du parametr oy
t qui peuvent étre déterminées a l'aide des conditions ?ﬁﬂ et); différentes, X1 # A2), alorsu; etu, sont orthogo-

: : , . .. .. nales(up,uz) = 0. [Help : former la différencéHus, uy) —
tiales, mais nous n’avons pas besoin de les expliciter ici. . . . e
(u1,Huy) et utiliser d’'une part le fait quél est hermitien,

d’autre part quey, u; sont fonctions propres dd.

3. (i) Donnez enfin la forme das,(t). Comme vous pou-

vez le constater, les, peuvent étre considérés comme dé Considérons maintenant I'espagdes fonctions a va-
superpositions d’ondes planes éXpyt - qna)]. (i) La vi- leurs complexesDémontrez que les valeurs propres d'un
tesse du propagation d’'onde est définie pae dwg/dg.  Opérateur hermitien sont forcément réelles. [Help : consi-
Donnez I'expression de, et tracez la en fonction dg Que dérez, pour la fonction proprgx) de I'opérateur hermitien
vaut cette vitesse pouy— 0 (grande longueur d’onde) etH, les deux quantitégHu,u) et (u,Hu) et utilisez la pro-

g~ +m/a? priété de linéarité du produit scalaire défini sur le corps de
complexes.
F']n—l un un+1 un+2
° 3 °
x= (n-1)a na (n+1)a (n+2)a

FIG. 2: Une portion du cristal montrant 4 atomes



