
1 Orthogonalité.Soit les deux fontions uα et uβ solution de l'équation de Bessel
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xuαuβdx = 0 (1)Si maintenant α et β sont relié aux zéro Jν par α = ζνn/L et β = ζνm/L et que
uα = Jν(αx), uβ = Jν(βx), alors il est évident que uα(L) = uβ(L) = 0 don leterme de onditions aux bord [] = 0. Nous en déduisons que si α 6= β, ´ ()dx = 0et nous avons bien l'orthogonalité.Ces fontions jouent exatement le r�le des sin et os et peuvent être utiliséepour des expansion en série de Bessel-Fourier : une fontion assez honnête peutse déomposer sur l'intervalle [0, L] omme
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diretement à partir de l'éq.(1), en prenant la limite α → β :
ˆ 1

0

xJ2
ν (ζνnx)dx = J2

ν+1(ζνn)Ces développements en série de Bessel-Fourier sont très utilisés dans les pro-blèmes de vibration des membranes. Ce développement en série se transformeen Transformé de Hankel sur les intervalles in�nis, exatement omme les TFsont une extension des SF.2 La seonde solution fondamentale des SL.La première partie néessite simplement un peu de propreté dans les déri-vaton, sinon l'exerie est auto-guidé. Pour l'équation de Legendre, nous avons
wα = (1 − x2).Nous devons don aluler d'abord
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)La deuxime solution de l'équation de Legendre (que l'on note souvent Qn(x)) atoujours des singularité logarithmique aux points x = ±1.3 Klein-gordon.Nous avons
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Si maintenant nous utilisons les notations habituelles x0 = t pour le temps, noustrouvons
−

∂2φ

∂t2
+ ∆φ = m2φOn se souvient du ours de M.Q où l'opérateur energy est E = i∂t et l'opérateurimulsion est p = −i∇. Nous pouvons don réerire ette équation omme
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φ = 04 Extremum et valeurs propres.1. Il est évident que nous devons herher l'extrémum de S′[f ] = S[f ]−λ(f, f).La variation à l'ordre 1 de ette dernière s'érit
δS′ = {(f, Lg) + (g, Lf) − λ(f, g) − λ(g, f)} ǫEn utilisant le fait que L est hermitien, 'est à dire (f, Lg) = (Lf, g) et qu'unproduit salaire est symétrique, 'est à dire (f, g) = (g, f), nous pouvons mettrele terme entre aolade sous la forme de 2(Lf − λf, g). Pour que la variation àl'ordre 1 soit nulle quelque soit la fontion g, nous devons avoir

Lf = λf(seul la fontion 0 est orthogonale à toutes les autres, par dé�nition du produitsalaire).2. Si L n'est pas hermitien, les même onsidération nous amène à
(L + L†)f = 2λfoù † dénote l'opérateur adjoint. Remarquer que (L + L†) est hermitien. N'im-porte quel opérateur peut se mettre sous la forme d'une somme de partie her-mitien et anti-hermitien : L = (L + L†)/2 + (L −L†)/2 . Vous voyez qu'il n'y aque la partie hermitienne qui intervient dans les problèmes de minimisation.
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