
E	xamens de Mathématiques Lienes Physique Reherhe, 2nd semestre Mai 2008A Orthogonalité des Bessels.Comme nous l'avons vu dans notre traitement desséries de Fourier, sur l'intervalle [0, L], les fontions
fn(x) = sin(λnx/L) sont orthogonales les unes auxautres où λn = nπ. De plus, es fontions onstituentune base sur et intervalle. Les λn sont les zéro de lafontion sin : sin(λn) = 0.Les fontions de bessels Jν jouent un r�le tout àfait similaire aux fontions sin. Souvent, dans les pro-blèmes à deux dimensions en oordonnées polaire, esont les fontions de bessel qui sont utilisées ommebase orthogonale. Nous allons étudier ela d'un peuplus près.Nous allons dorénavent supposer l'indie ν �xe,son hoix dépend de la symétrie du problème étu-dié. Soit les ζνn les zéro suessif de la fontion Jν ,'est à dire Jν(ζνn) = 0. Pour les ζνn, nous n'avonspas une formule aussi simple que pour les zéro dessinus, mais nous pouvons les aluler ave autantde préision que nous le souhaitons. Par exemple,les premiers zéro de J0(x) sont donnés par ζ0n =
2.405, 5.520, 8.654, ...0. Nous souhaitons démontrer que les fontions
gn(x) = Jν(ζνnx/L) sont orthogonales les une auxautres sur l'intervalle [0, L] ave le poids w(x) = x :
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xgn(x)gm(x/L)dx = 0Comme nous ne savons pas bien intégrer les fontionsde Bessel, nous allons nous servir de leur équationdi�érentielle pour établir ela.1. Soit uα(x) et uβ(x) deux fontions de Bessel,solutions de
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Multipliez la première équation par uβ/x, ladeuxième par uα/x, soustrayez l'une à l'autre et in-tégrez entre 0 et L. Mettez l'intégrale résultante sousla forme de I = I1+I2+I3 = 0 où vous auriez groupétous les termes qui ontiennent des dérivées seondesdans I1 , des dérivées premières dans I2 et dans I3tous les termes restants.2. En intégrant par parties I1, montrez que le ré-sultat �nal pour I se met sous la forme de
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xuαuβdx = 0(1)3. En posant α = ζνn/L et β = ζνm/L et que
uα = Jν(αx), uβ = Jν(βx), déduisez en�n le résultatesompté en 0.4. En supposant que les fontions Jν(ζνnx/L)(n = 0, 1, ...) forment une base (e qui est vrai maisque nous n'avons pas démontré), omment on éri-rait le développement d'une fontion quelonque surette base ? Que valent les oe�ients de e dévelop-pement ? Cette série est très utilisée en physique, aumême titre que les Séries de Fourier. Comme pour lesTransformées de Fourier, nous pouvons faire tendre
L → ∞, auquel as on parle de transformée de Han-kel.B La seonde solutionfondamentale des SL.Considérons un système Sturm-Liouville que l'ona mis sous forme fondamentale
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+ γwy = λwy (2)où la fontion propre y(x) est assoiée à la valeurpropre λ, la fontion w(x) est la fontion poids de1



E	xamens de Mathématiques Lienes Physique Reherhe, 2nd semestre Mai 2008l'équation, et α(x) et γ(x) sont les oe�ients du sys-tème. Nous savons que les équations de seond ordredoivent avoir deux solutions indépendantes. Soit y1une solution du système (2).1. Démontrer alors que la fontion
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dxonstitue l'autre solution fondamentale. Nous utili-sons ii le symbol ´ dans le sens �primitive de lafontion�.Help : Démontrer d'abord que
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1
)(y2/y1) + 1/y1et en dérivant une deuxième fois, démontrer que y2satisfait l'équation (2).2. Soit l'équation de Legendre (1−x2)y′′ − 2xy′ +

n(n + 1)y = 0. Soit y1(x) = x le polyn�me de Le-gendre assoiée à n = 1. Trouver alors l'autre solu-tion fondamentale de l'équation de Legendre assoiéeà la même valeur n. [Help : une déomposition enfration simple failitera grandement la hose℄.C Klein-Gordon.L'équation de Shrodinger est une équation nonrelativiste. La première tentative pour érire une ver-sion relativiste a été donné par Klein et Gordon à la�n des années 1920, qui ont posé le lagrangien suivantpour la fontion d'amplitude φ(x0, x1, x2, x3) dans levide :
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+ m2φ∗φoù m est la masse, les xi les oordonnées spatio-temporelle (x0 = t), φ∗désigne le omplexe onjuguéde φ et ǫ0 = −1, ǫi>0 = 1. Nous avons posé c = 1 et
~ = 1.

1. Obtenez les équations du hamp pour φ et φ∗.Est e que es deux équations sont ompatibles ?Pour être enore plus lisible, vous pouvez à la �nremplaer les oordonnées x0, x1, x2, x3 par t, x, y, z.2. Pouvez-vous établir une analogie entre etteéquation et elle de la dynamique relativiste las-sique E2 − p2 = m2 ? Il faudra vous souvenir deséquivalents opératoriels d'energie et d'impulsion enméanique quantique. Dira est parti quelques an-nées plus tard des mêmes onsidérations, mais il aréussi à obtenir des équations de premier degrès pourla fontion d'amplitude.D Extremum et valeurs propres.1. Supposons que nous disposons d'un produit sa-laire dans l'espae des fontions réelles que l'on note
(, ). Par ailleurs, supposons que nous disposons d'unopérateur L hermitien pour e produit salaire. Aquelle équation doit obéir la fontion f qui minimisela fontionnelle

S[f ] = (f, Lf)ave la ontrainte (f, f) = 1 ? [Help : Cherher lavariation δS = S[f + ǫg]−S[f ] à l'ordre 1 en epsilonet la ondition qui rend ette variation nulle quelquesoit la fontion g℄.2. A partir de la question préédente, pouvez vousdonner la forme variationnelle d'un système Sturm-Liouville qui ne ontient au plus que des dérivéesproemières ?3. A quelle équation doit obéir f si L n'est pashermitien ?
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