Examen de Mathématiques 362.

Université Joseph Fourier, Département de Physique, Licence Physique Recherche.

(Dated: 26 Mai 2011)

I. TRANSFORMEE DE LAPLACE INVERSE.

Nous savons que si
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conque supérieur & la partie
réelle de tous les poles de la
fonction f(s) (figure 1).

En utilisant vos connaissances de 'intégration dans le
plan complexe, et en choisissant sagement vos contours
d’intégration, calculer alors la transformée de Laplace in-
verse de la fonction
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Help : Evidemment, il faut fermer le contour de I'inté-
gration par un arc de cercle de rayon R dont la contri-
bution & l'intégrale est nulle quand R — co. Argumentez
pourquoi il faut choisir C; sit <0 et Co sit > 0. [Je ne
demande pas une majoration rigoureuse, mais un argu-
ment convaincant].

Il. LA LOI DE SNELL-DESCARTES.

La loi de Descartes pos-
tule que pour aller d’un point
A & un point B, la lumiére
choisit la trajectoire qui min-
imise le temps de parcours.
Nous voulons étudier la prop-
agation de la lumiére dans le
plan (z,y) ou la vitesse de la
lumiére ne dépend que de la
coordonnées y : v = ¢/n(y)
[Ceci est par exemple le cas
des fibres optiques dopés]. Démontrer que cela implique
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le long de la trajectoire, ou 6 est I’angle de la tangente &
la courbe avec 'axe y (figure 2).

Ill. ETUDE DES FONCTIONS DE BESSEL J,,.

Les fonctions de Bessel J,,(t) sont les solutions de
I’équation différentielle

2y +ty + (- mP)y =0 (1)

et nous savons que la fonction J,, () définie par

™

Im(t) = 1 /7T cos (tsin @ — m@) dd (2)
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est bien solution de I’équation (1).

1. Fonction génératrice.

En utilisant vos connaissances des développements de
Laurent autour du point z = 0, démontrer que

et(z—l/z)/Q — Z Jm(t)Zm (3)

[Help : En d’autre terme, démontrer que que le coefficient
de z™ a bien la forme de I'éq. (2).

2. Relation de récurrence.

— En dérivant la relation (3) par rapport a t, démontrer
que

205, () = Jm—1(t) = T (t)

— En dérivant la relation (3) par rapport & z, démon-
trer que

2m

T']?n(t) - Jm—l(t) + Jm+1(t)

3. Les bessel 1/2.

En utilisant 1’équation différentielle des bessel, démon-
trer que

J11/2(t) = (Asint 4 Bcost) /'t

Help : A quelle équation obéit la fonction u(t) = v/ty(t),
ol y est solution de 'équation (1)?

Note : Une étude plus compléte nous montrerait que
J11/2 ne contient que le terme en sinus, et J_; /5 que le
terme en cosinus.



4. Intégrale définie.

Démontrer que

/ e~ Jo(x)dr =1/v/1+ a?
0

a>0

Help1 : Utilisez la définition

intégrale (2) de la fonction

de bessel, intervertir ’ordre

d’intégration pour aboutir a

I'intégrale d’une fonction ra-

tionnelle trigonométrique que

vous pouvez ensuite calculer

par la méthode des résidus.
HelPZ : Les sglutions de exp(—az) (tiret); bas :

léquation algébrique (z — le produit des deux

l/z)Q — 4a® = 0 sont les fonctions.

racines des deux équations al-

gébriques (z —1/z) = £2a. 1

faut déterminer les racines a

Iintérieur du cercle unité.
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IV. LAGRANGIEN ET JAUGE.

Plusieurs lagrangiens différents peuvent donner les
mémes équations d’Euler-Lagrange. En mécanique clas-
sique, nous savons par exemple que le potentiel n’est
défini qu’a une constante additive prés. Pour les champs,
nous avons quelque chose de trés analogue, nous pou-
vons ajouter une divergence au lagrangien sans changer
les équations. Vous avez déja rencontré ce probléme en
électromagnétisme ot vous avez le choix de la jauge (de
Coulomb, Lorentz, ...).

1. Un exemple concret.

Supposons que nous avons un champ a deux dimen-
sions f(x). Nous noterons les coordonnées par z7 et
les composantes du champs par f*; les dérivations sont
notées par

o 9f
=

Jo oxJ

Nous supposons que le champ posséde un lagrangien £ =
L(f, [, 7).

Prenons maintenant la fonction vectorielle ¢ tel que
¢t = f1f? et ¢ = 0. Calculer divp = 9¢'/0x! +
0¢? /02 en terme des f? et flj . Montrer que si on ajoute
divgp au lagrangien précédent, les équations d’Euler-
Lagrange ne changent pas. Cela veut dire que L et
L + divg ont exactement les mémes équations d’Euler-
Lagrange.

2. Le cas général.

Ce que nous avons montré plus haut ne dépend pas de
la forme de la fonction ¢, nous aurions pu prendre n’im-
porte quelle fonction. Soit un champ vectoriel f(x)dans
un espace a n dimensions. Le champs posséde un La-
grangien

L=L(f5 f27) i,j=1,..,n

Soit ¢*(f*) une fonction vectorielle quelconque du champ
définissons un nouveau lagrangien

£'=£+Za¢k
k

oxk

Démontrer que les équations d’Euler-Lagrange de ce nou-
veau lagrangien £’ sont les mémes que celles que 1’on
obtient avec L.

La quantité Y., ¢*/dz* est la divergence du champs
o.

Help : Bien que cela paraissent compliqué, c’est en
réalité juste un jeu avec les indices trés similaire a I'ob-
tention des deux premiéres équations de Maxwell du DM
que vous m’avez rendu. Il vous suffit juste d’exprimer
proprement ce que vaut d¢*/0x" en termes des f et f’j
comme dans I’exemple : ce ne sont que des dérivations en
chaine.

La signification géométrique de 'invariance par ajout
d’une divergence devient beaucoup plus claire a travers
I'étude des formes différentielles que vous aurez l'an
prochain (si vous choisissez I'option).



