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1 Etude des fonctions de Bessel J,,.
1. Fonction génératrice. Nous savons que si
f(z) = Z Ap 2™
m
alors
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Dans notre cas, comme nous développons en fonction de z, nous avons

1 e1&(2—1/,2)/2
Anlt) = 5.5 P s

posons comme il se doit z = € et dz/z = idf

1 2w

Am (t) - eit sin Qe—imedg
2 0
1 2
_ = ez(t sin 6 —m#b) do
2 0
En découpant l'intervalle, nous avons
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Si dans les deuxiémes intégrales, nous changeons # — 6 + 2w et remarquons que cos est
pair et sin impair, nous avons

Ap(t) = 1/0 cos (tsin @ — mb) d



2. Récurrence. En dérivant par rapport & ¢, nous trouvons

23 T, (1) = ZJm(t) (zm T — zm7 )
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En dérivant par rapport a z, nous trouvons

(14272 ZJ = > mdn ()2

En renouvelant notre indexe m, nous avons

S U t) + T () 27 = 32 2 g (1))
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Ce qui nous donne la relation recherché en identifiant terme & terme.

3. Les bessel 1/2. Nous avons ty' = t'/2u — (1/2)t=12u et t2y" = t3/2u" — t1/24/ +
(3/4)t=Y?u. En remplacant dans 1’équation de Bessel, nous trouvons
W' +u=0
dont les solutions sont
u(t) = Asint 4+ Bcost

Notons que la définition compléte de la fonction de Bessel pour un indice m quelconque

(pas forcément entier) est
1 ™ 3 oo .
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Nous voyons

4. Intégrale définie. Nous avons, en intervertissant ’ordre de I'intégration,
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Pour résoudre cette derniére intégrale, nous pouvons soit procéder de fagon classique en
posant u = tan 6, soit par la méthode des résidus en passant dans le plan complexe. No-

tons que nous pouvonsEtude des fonctions de Bessel J,,,. étendre 'intervalle d’intégration
I=(1/2n fo ...Posons comme d’habitude z = exp(if) et dz/z = idf et nous avons
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Nous avons 4 podles donnée par les racines de I'équation (z — 1/z) = £2a et il n’est
pas difficile de voir que les deux a l'intérieur du cercle unité sont zg = a — Va2 + 1 et
21 = —2". Remarquant au passage que z% = 2a® + 1 — 2av/a? + 1. Nous avons donc

z
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et le résidu se calcule par
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Bien, nous avons les éléments en main :
I = 2n g Res
1
a? +1

2 Transformée de Laplace inverse.

Le facteur important & évaluer est bien str I'exponentielle. Si nous écrivons s = ¢ + '
et = etels’. Nous voyons que si ¢ > 0,nous devons choisir 'arc Cy sur lequel Re(s’) <0
pour que e’ reste fini; pour les mémes raisons, c’est Pautre arc de cercle pour t < 0. Le
reste de la majoration est standard comme nous avons fait souvent en cours.

Revenons a nos calculs. Les poles de la fonction sont en s = =iw. Si nous choisissons
C1, il n'y a pas de pole dans le contour et f(¢) = 0 pour ¢ < 0. Si ¢t > 0, nous avons deux

poles et
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3 Lagrangien et jauge.

Nous utiliserons les conventions de sommation sur l'indice répété. Expandons d’abord
la divergence :
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Ceci n’est qu’une dérivation en chaine du genre (f(u(z)) = v/(z) f'(u) & plusieurs dimen-
sion, méme si la notation le fait apparaitre plus compliqué. Donnons nous maintenant
une composante du champ ¢’, et écrivons les équations d’Euler-Lagrange pour cette
composante. Nous avons
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Si maintenant nous dérivons par rapport a x7 et réutilisons notre régle de dérivation en

chaine, nous obtenons
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Occupons nous maintenant de la deuxiéme partie du Lagrangien. Nous avons
oL’ oL 02k u
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Nous voyons maintenant que si nous soustrayons l’expression (3.2) a (3.1), le terme en
¢ disparait.



