Examens de mathématiques.

L3 Physique-Chimie, Université Joseph Fourier.

Décembre 2005.

A. Equation d’onde : Distributions et
conditions initiales.

|. Introduction.

Nous avons vu que les transformées de Laplace sont
trés utiles a la résolution des équations différentielles,
puisqu’elles permettent d’inclure les conditions initisl
directement dans I'équation. Le but de cet examen est de
montrer que l'utilisation concomitantes des distribuson
et des transformées de Fourier permet la méme chose.

1. Vérifier que siy(t) est la solution de I'équation

dy/dt+ay=0 Q)
avec la condition initiale
y(t=0)=Yo 2

alors la distributiore(t) = H(t)y(t) est solution de I'équa-
tion

dz/dt+ az=yod(t) 3)
[Help : Pour vérifier cela, vous devez vous souvenir de la
dérivée de la fonction échelon d’'Heaviside et de quelques
regles de manipulation des distributions du ged(te].
Tracer les deux fonctiong(t) etz(t) pour les temps po-
sitifs et négatifs.

Notez I'importance de ce que nous venons de faireiici :
pourt > 0 (les seuls temps qui nous importent en pra-
tique),z(t) ety(t) sontidentique. Par contre, nous avions
besoin dedeuxéquations (I'équation différentielle (Ex
la condition initiale(2) ) pour trouvey(t), tandis qu’une
seule équation (3) est suffisante pour trouzg) : la
condition initiale a été inclue dans I'’équation a l'aide
d’une distributiond(t).

2. Ensuivantla méme démarche, vérifier qug(s) est
solution de

d?y/dt? + wdy =0
avec les conditions initiales

y(0) =yo; ¥(0) =vo

alors la distributiorz(t) = H(t)y(t) est solution de I'équa-
tion

d?z/dt? + wz = yod (t) + vod(t)
\Vous voyez a nouveau comment les conditions initiales
ont été directement inclues dans I'équation pzitiy.

Il. Le probleme.

Nous souhaitons résoudre I'équation (a dérivée par-
tielle) d’'onde a une dimension ;
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02 =0

avec les conditions initiales extrémement générales :

ou(xt)
ot

u(x,0) = f(x); g(x)

t=0

Si u(x,t) désigne la hauteur d'une corde élastique, alors
les conditions initiales veulent simplement dire qu'a
l'instant initial, nous avons imprimé a la corde une défor-
mation f(x) et la vitesse initiale de chaque point d’abs-
cissex de la corde esfj(x). D’aprés ce que nous venons
de dire plus haut, il nous suffit de chercher la solution de
I'équation
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52 = [ (3()+9093(t)

(4)

3. Questions préliminaires. Ces questions ont été vu
en cours ou en TD, vous n'avez pas a refaire les calculs.
Dans ce qui suita est une constante.

— (i) Soit Iafonctionf(q) est la transformée de Fourier
(TF) def(x); de quel fonctiorf(q) exp(tiaq) estla
TF?

— (i) Quelles sont les TF d&(t) et ded'(t) ?

— (i) Quelles sont les TF des fonctiom$(t) coqat)
etH(t)sin(at) ?

4. En appliquant une TH'abord par rapport au temps
(t — w) et ensuite par rapport a I'espace € Q) a
I'équation (4), démontrer (ou vérifier) quEq, w) obéit
a I'équation algébrique

(—w? + ¢2) (g, ) = inf () +§(a)

5. En prenant la TF inverse par rapporta(w — t),
démontrer alors que

i(a,t) = cogoat) f(g) + >



Examen de Mathématiques

L3 Physique-Chimie, UJF

Décentitre 2

6. Démontrer (ou au pire, admettez) que la TF de

G(x) = /X :ag(y)dy
ost ~ sin(aq) .
G(a) =2 q d(a)

Help : La fonctionG n’est autre chose que l'intégrale de
la fonctiong dans une fenétre de longuewr autour de
I'abscissex. |l suffit donc de I'écrire (argumenter pour-
guoi ) comme

—+oo

G =2/ MN((x-y)/a)gy)dy
(M(x/a) est la fonction porte, valant/2 entre—a et +a

et nulle ailleurs) et d'utiliser les résultats sur la TF des
produits de convolution.

7. Nous arrivons a destination. En prenantla TF inverse
par rapport & (q — x) de I'expression (5), démontrer que
pour les temps positifst & 0), la solution s’écrit comme

1 X+ct
% /X g(y)dy

—ct

u(xt) = %{f(x—ct)+ f(x+ct)}+

[Help : utilisez les résultats trouvés au (1.i) et 4]. Com-
mentez les différents termes de la solution.

B. Les polyndmes de Laguerre.

Les polynémes de Laguerteg,(t) appartiennent a la
famille des polynémes orthogonaux et apparaissent par
exemple lors de la résolution de I'équation de Schro-
dinger pour I'atome d’hydrogene (cf votre cours de MQ
de deuxiéeme semestrd),(t), le polyndme de Laguerre
d’'ordren (n=0,1,2,...) obéit a I'’équation différentielle

d?L, dL,

avec les conditions initialéis,(0) = 1 ; Ln(0) = —n.

t

1. En utilisant les regles de manipulation des transfor-
mées de Laplace, démontrer dugs) = TL[Ln(t)] obéit

a I'équation

din(s)

P (N+1-9)n(s)=0

S(1-9)

(6)

2. En écrivantI'équation (6) sous forme de

din _ P(9) ..

Ln  Qs)
en décomposant le quotient rationnel en fraction simple ;
enfin en intégrant les deux cotés de I'égalité (on suppose
gue la constante d’intégration est nulle ), démontrer que

(s = &7 (7)

Admettez ce résultat si vous n'y arrivez pas et continuez.

3. En utilisant I'expression (7), trouvez les originaux
Lo(t), L1(t) et Lo(t). Représenter les trois sur le méme
graphe.

4. Trouvez le développement asymptotiqueldé).

5. Relation de récurrence. Démontrer que

/O La(0)dT = Ln(t) — Lnsa (1

[Help : utiliser les regles de manipulations des TL].

C. Reuctification d’'onde.

En électricité, la premiére opération pour transformer
un signal alternatif en signal continu estreatification:
inverser le signe des parties négatives du signal pério-
dique. Nous allons nous intéresser, dans ce qui suit, a la
TL d'un signal rectifié par comparé a celle du signal ori-
ginal.

1. Soitlafonctiong(t), positive pour <t < aet nulle
en dehors de cet intervalle. Nous supposons connu sa TL,

@(s). Tracer les deux fonctions

icp(t —na)
i(—l)"cp(t ~na)

2. Trouver les transformées de Laplabés) et®(s) en
fonction deq(s).

3. Soit maintenant une fonctiofi(t) positif dans I'in-
tervallet € [0,a], avec la propriété

f(t+a) =—f(t)
Tracez I'allure générale de cette fonction, et de la fonc-

tion |f(t)|; démontrez qué (t) est 2—périodique. Trou-
ver la relation entre les TL dé(t) et|f(t)|.



