
Corrigé de l'examen de juin 2006.June 27, 2006A.1.a. La fra
tion 1/(s + α)(s + iω)(s − iω) s'é
rit 
omme la somme des trois fra
tion simple
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=
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+

C

s − iωoù
A = 1/(s + iω)(s − iω)|s=−α = 1/(α2 + ω2)

B = 1/(s + α)(s − iω)|s=−iω = 1/(−2iω)(α− iω)

C = 1/(s + α)(s + iω)|s=iω = 1/(2iω)(α + iω)En re
ombinant les deux termes B et C, nous obtenons
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)b. En prenant la TL de l'équation dy/dt + αy = A sin ωt ave
 la CI donnée, on obtient
ỹ(s) = Aω/(s + α)(s2 + ω2)Comme on vient de voire sa dé
omposition en fra
tion simple est que pour les originaux nousavons
1/(s + α) → exp(−αt)

α/(s2 + ω2) → (α/ω) sin(ωt)

s/(s2 + ω2) → cos(ωt)nous trouvons bien la fon
tion y(t) ennon
ée.B.1.Nous avons les relations bien 
onnues maintenant :
T (x, t) → T̃ (q, t)

∂2T/∂x2 → −q2T̃ (q, t)

δ(x) → 11



La fon
tion sin ωt ne dépend pas de x et vis à vis de 
ette TF, est 
onsidérée 
omme une 
onstante.Nous trouvons don

(∂T̃ /∂t + Dq2T̃ ) = A sin ωtNous avons une équa-dif (par rapport au temps) sur T̃ , soumise à une ex
itation périodique. Ilnous su�t d'identi�er Dq2 à α pour pouvoir dire
tement utiliser les résultats de la partie A.2.a,b. soit h̃(q) = TF [h(x)]. Quelle est la TF de h(−x) ?

TF [h(−x)] =

∫

∞

−∞

h(−x) exp(−iqx)dx

=

∫

∞

−∞

h(x) exp(iqx)dx

= h̃(−q)où on est passé de la première ligne à la se
onde en e�e
tuant le 
hangement de variable x → −x.Comme maintenant il est evident que f(|x|) = H(x)f(x) + H(−x)f(−x) et que par dé�nition,
g̃(q) = TF [H(x)f(x)], nous avons

TF [f(|x|)] = g̃(q) + g̃(−q)L'exemple le plus élémentaire est 
elui de exp(k|x|) : 
ome TF [H(x) exp(−kx)] = 1/(k + iq),
TF [exp(−k|x|)] 1

k + iq
+

1

k − iq

=
2k

k2 + q2
.
TF [H(x)C(x)] =

1

2
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∞
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e−kx(eikx + e−ikx)e−iqxdx
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=
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2k2 − q2 + 2ikqd. D'après 
e que nous avons dit en a,b,
TF [C(|x|)] =

k + iq

2k2 − q2 + 2ikq
+

k − iq

2k2 − q2 − 2ikq

= 2k
2k2 + q2

4k4 + q4
(1)pour TF [C(|x|/

√
2)], il faut soit se souvenir des règles de 
hangement d'é
helle, soit rempla
er kpar k/

√
2 dans l'expression (1), 
e qui nous donne

TF [C(|x|/
√

2)] =
√

2k
k2 + q2

k4 + q4
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e. Bon, maintenant il est evident 
omment s'y prendre :
k2

k4 + q4
=

1

2
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√
2)]
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√

2k
TF [C(|x|/

√
2) − S(|x|/

√
2)]Appliquant la TF inverse aux deux 
otés et en laissant tomber || pour x > 0, et en utilisant larelation pour la somme et di�éren
e des 
osinus et sinus,
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2)3.Nous avons maintenant tous les élément pour inverser la TF de la solution trouvée à la �n de laquestion B.1
T (x, t) =

A

2Dk

(

cos
(

κx/
√

2 + π/4
)

sinωt − sin
(

κx/
√

2 + π/4
)

cosωt
)
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√

2)

=
A

2Dk
sin

(

ωt − κx/
√

2 − π/4
)

exp(−κx/
√

2)b. L'amplitude des �u
tuations par rapport à la surfa
e est diminuée par un fa
teur exp(−κx/
√

2) =
exp(−x/ℓ

√
2). Si l'on veut attenuer la �u
tuation par un fa
teur G, il faut se pla
er à x tel que

exp(−x/ℓ
√

2) = G

x = −
√

2ℓ log(G)4.Dans tous les problèmes suivants, la période des os
illations est de 24 heures, i.e. ω = 2π/24 = 0.26.a. ℓ =
√

D/ω = 0.44m. Nous devons attenuer les os
illations par un fa
teur 2/6, 
e qui nousdonne x = 0.7 m. En se plaçant à 1m, nous nous donnons une sé
urité 
omfortable.b. ℓ =
√

D/ω = 0.14m. Nous devons attenuer les os
illations par un fa
teur 0.1/10, 
e qui nousdonne x = 0.9 m.
. Manifestement, pour avoir un déphasage φ par rapport à la surfa
e, il faut se pla
er à laprofondeur x =
√

2ℓφ. Pour le béton, ℓ =
√

D/ω = 0.2m. Un mur de x =
√

2πℓ = 0.9m. Celareviendra 
her ! Autant travailler le béton pour abaisser son 
oe�
ient de di�usion (stru
ture ennid d'abeille, faible teneur en eau par adjon
tion de polymer, ...).
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