
Examens de mathématiques, L3 Physique-Chimie, Novembre 2005

A- Equation de la haleur en environnement variable.Nous souhaitons déterminer la répartition de la température dans une barresans perte laterale dont une des extrémités est maintenu à températurenulle et l'autre à une température variable dans le temps. Nous supposonsqu'initialement la barre est à température nulle. Nous devons don résoudrel'équation de la haleur, ave les onditions suivantes :
∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2

(1)
u(0, t) = 0 (2)
u(L, t) = h(t) (3)
u(x, 0) = 0 (4)

D est le oe�ient de di�usion ; L la longueur de la barre ; h(t) une fontiononnue qui désigne la variation de la température à l'extrémité x = L de labarre et nous supposons de plus que h(0) = 0.1. Déomposer la fontion f(x) = x/L en série de sinus sur l'intervalle [0, L].Nous admettrons par la suite que les oe�ients de la série de sinus de lafontion (x/L)(1 − x2/L2) sont

γn =
−12

π3

(−1)n

n32. Il est évident que nous ne pouvons pas déomposer la fontion inonnue
u en série de sinus diretement : les onditions aux limites ne nous permettentpas d'e�etuer les dérivations terme à terme. Considérons la fontion

w(x, t) = u(x, t) −
x

L
h(t) (5)

Démontrer que w(x, t) obéit à une équation de la haleur ave soure

∂w

∂t
= D

∂2w

∂x2
−

x

L
h′(t) (6)Qu'elles sont les onditions aux limites et initiales pour la fontion w ?3. Dorénavant, nous supposons que h(t) = αt, où α est une onstante.Résoudre l'équation (6) en utilisant les séries de sinus. Par résoudre, il fautentendre : �obtenir expliitement les oe�ients de la série de sinus de lafontion w�.Note 1. Pour le as partiulier que nous sommes en train de résoudre,

h′(t) = α est une onstante. Déomposer (h′(t)/L)x en série de sin(nπx/L)ne pose don pas de di�ultés partiulières. Pour le as général (par exemplela question 7), il est évident que h′(t) ne dépend pas de x et intervient ommeune onstante dans la déomposition de (h′(t)/L)x.Note 2. La solution de l'équation y′ + ay = g(t) est

y(t) = exp(−at)

[

y0 +

∫

t

0

g(τ) exp(aτ)dτ

] (7)où y0 = y(t = 0). Si vous n'aimez pas ette formule, utiliser la méthodehabituelle de la �solution générale plus la solution partiulière�, qui revientbien sûr au même.4. Quelle est la solution stationnaire ws(x) de l'équation (6) ?5. Quelle est la limite de la fontion w(x, t) pour les temps grands, 'est àdire quand t → ∞ ? En utilisant les résultats de la première question, endonner la forme analytique exate. Comparer à la solution stainnaire trouvéeplus haut. Traer la forme de la fontion w dans ette limite.1



6. Que vaut �nalement la fontion que l'on herhe vraiment, 'est à dire

u(x, t) ? Quelle est sa forme assymptotique pour les larges temps ? Traerla fontion u(x, t) dans ette approximation, en fontion de x, pour un temps(large) donné.7. question di�ile, à faire si vous avez du temps. Quelle auraitété la solution si l'extrémité L était soumise à une température osillante

h(t) = α sin(ωt) ?B- Polyn�mes de Legendre.Nous avons vu que les polyn�mes de Legendre Pn(x) sont des polyn�mes dedegrès n qui véri�ent l'équation de Legendre
(1 − x2)P

′′

n
(x) − 2xP

′

n
(x) + n(n + 1)Pn(x) = 0Nous voulons démontrer que ette dé�nition des polyn�mes de lengendre im-plique qu'ils sont orthogonaux les uns aux autres sur l'intervalle [−1, 1].1. Véri�er que l'équation de Legendre peut se mettre sous la forme de [(1−

x2)P
′

n
(x)]′ + n(n + 1)Pn(x) = 02. Demontrer que (Pn, Pm) = 0 sur l'intervalle [−1, 1] si m 6= n. Help :Faire ela (i) en érivant l'équation de Legendre sous ette forme pour deuxvaleurs n et m ;

[(1 − x2)P
′

n
(x)]′ + n(n + 1)Pn(x) = 0

[(1 − x2)P
′

m
(x)]′ + m(m + 1)Pm(x) = 0(ii) en multlipliant la première relation par Pm(x) et la seonde par Pn(x) ;(iii) en intégrant entre -1 et 1 (il faudra problablement intégrer par partie àun moment ou un autre.) ; (iv) en retranhant l'une des égalités ainsi obtenuede l'autre. Il est probablement inutile de rappeler la dé�nition du produitsalaire sur l'intervalle [−1, 1],

(Pn, Pm) =

∫ +1

−1

Pn(x)Pm(x)dx

C- Problèmes divers et variés.1. Soit une fontion L-périodique, 'est à dire f(x±L) = f(x). Erire sa dé-omposition en série de Fourier sur l'intervalle [0, L] ( appelons les oe�ients

an et bn) et l'intervalle [0, 2L] (appelons les oe�ients a
′

n

et b
′

n

). Quelles sontles relations entre les oe�ients des séries Fouriers ? ommenter e résultat.2. Démontrer que pour une fontion f(x) quelonque, il est faux d'assumerque

Re[TF[f(x)]] = TF[Re[f(x)]]A quelle ondition ette relation est vraie ?Note : pour un nombre omplexe z, Re(z) = (z+z∗)/2, où z∗ est le omplexeonjugué de z.


