
Corrigé de l'examen de mathématiqueL3 Physique-Chimie, novembre 2005A- Equation de la 
haleur.1. Soit
x/L =

∞
∑

n=1

βn sin
nπx

Lalors, une simple intégration par partie nous donne
βn =

2

L

∫ L

0

x

L
sin

nπx

L
dx =

−2

π

(−1)n

nLa dé
omposition de la fon
tion (x/L)(1−x2/L2) aurait né
essité trois intégra-tions par partie, un peu trop fastidieux pour un examen. Nous a

eptons don
le résultat donné.2. En utilisant la dé�nition (5), nous avons d'une part ∂tw = ∂tu− (x/L)h′(t)et d'autre part ∂2

x2w = ∂2

x2u. En remplaçant dans l'équation de la 
haleur(1), on trouve bien l'expression (6). Par ailleurs, w(0, t) = u(0, t) = 0 et
w(L, t) = u(L, t) − h(t) = 0. La fon
tion w est don
 bien maintenue à zérosur ses extrémités au 
ours du temps, 
e qui nous permet d'utiliser les séries desinus. Nous avons de plus la 
ondition initiale w(x, 0) = u(x, 0) − h(0) = 0.3. Soit w(x, t) =

∑

bn(t) sin(nπx/L). En posant 1/τn = D(nπ/L)2, nousobtenons
b′n(t) + (1/τn)bn(t) = −βnh′(t) (1)dont la solution est donnée par l'expression (7). Dans le 
as qui nous préo

upe,

bn(0) = 0 et h′(t) = α, nous avons don

bn(t) = −βnτnα (1 − exp(−t/τn))4. La solution stationnaire est donnée par l'équation

d2ws

dx2
=

α

LD
xdont la solution qui respe
te les 
onditions aux limites (nulle aux bords) est(enintégrant deux fois)

ws(x) =
−1

6

(

αL2

D

)

x

L

(

1 −
x2

L2

)1
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Figure 1: (a) la fon
tion ws(x) ; (b) la fon
tion u(x, t)pour deux temps (larges)di�érents. La température dans la barre augmente ave
 le temps, mais la dis-tribution linéaire n'est pas linéaire.5. quand t → ∞,
bn(t) → −βnτnα = 2

(

αL2

D

)

(−1)n

(πn)3Si on se reporte au résultat de la question (1), on voit que 
eux-
i sont simple-ment les 
oe�
ients de la serie de Fourier de la fon
tion ws(x). Don
, quand
t → ∞,w(x, t) → ws(x).6. u(x, t) = w(x, t)+(α/L)tx. Pour les temps large, u(x, t) ≈ ws(x)+(α/L)tx.7. En utilisant la relation (7), nous trouvons 
ette fois

bn(t) = αβn
τn

1 + ω2τ2
n

[

ωτne−t/τn − ωτn cos(ωt) + sin(ωt)
]Dans la limite des temps larges, le terme exponentiel devient arbitrairementpetit, et 
haque harmonique bn os
ille dans le temps à fréquen
e ω. Nouspouvons 
al
uler l'amplitude de l'os
illation et le déphasage ave
 les formuleshabituelles pour mettre a cos(ωt)+ b sin(ωt) sous la forme r cos(ωt−φ) où r2 =

a2 + b2 et tan φ = b/a.B. Polyn�mes de Legendre.Il su�t de noter que
∫ +1

−1

[(1 − x2)P
′

n(x)]
′

Pm(x)dx =
[

(1 − x2)P
′

n(x)Pm(x)
]+1

−1

−

∫ +1

−1

(1 − x2)P
′

n(x)P
′

m(x)dx

= −

∫ +1

−1

(1 − x2)P
′

n(x)P
′

m(x)dxEn suivant la démar
he indiquée, on trouve alors
[n(n + 1) − m(m + 1)]

∫ +1

−1

Pn(x)Pm(x)dx = 02



Pour n 6= m don
, Pn et Pm sont orthogonaux.C. Problèmes divers et variés.1. Regardons le 
as par exemple des a
′

n:
a

′

n =
1

L

∫ 2L

0

f(x) cos
(πnx

L

)

dx (2)Si nest pair, posons n = 2m, alors la fon
tion cos(πnx/L) est également L−périodique.Il en suit que ∫ 2L

0
= 2

∫ L

0
et don


a
′

2m =
2

L

∫ L

0

f(x) cos

(

2πmx

L

)

dx = amPar ailleurs, si n est impair, posons n = 2m + 1, il est trivial de démontrer quel'intégrale (2) est nulle : il su�t d'intégrer par mor
eau, ∫ 2L

0
=

∫ L

0
+

∫ 2L

L
, etnoter que cos[x + (2m + 1)π] = − cos(x).En résumé,

a
′

2m = am

a
′

2m+1 = 0Pour une fon
tion L−périodique, on ne gagne pas plus d'information sur lafon
tion en la regardant sur un intervalle plus long.2. Soit f̃(q) la TF de la fon
tion f(x). Nous avons, premièrement, (les bornesd'intégrales sont sous entendu être entre −∞ et +∞TF{Re[f(x)]} = (1/2)TF{f(x) + f∗(x)}

= (1/2){

∫

f(x) exp(−iqx)dx +

∫

f∗(x) exp(−iqx)dx}

= (1/2){f̃(q) + f̃∗(−q)}Par ailleurs,
Re{TF[f(x)] = Re{f̃(q)}

= (1/2){f̃(q) + f̃∗(q)}Pour que l'on puisse 
ommuter TF et Re, il faut que f̃(q) = f̃(−q) (la TF doitêtre une fon
tion paire), 
e qui n'est pas en général le 
as. Il su�t de regarderles quelques exemples que nous avons résolus en TD, 
omme par exemple la TFde H(t) exp(−νt) = 1/(ν + iω).
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