
Esape de Hilbert.Problème 5. On appel polyn�mes orthogonaux des polyn�mes Pn(x) de de-grés n, orthogonaux les uns aux autres au sens du produit salaire dé�ni plushaut. Trouver les trois premiers polyn�mes assoiés au poids w(x) = 1 et àl'intervalle [−1, 1]. On appelle es polyn�mes les polyn�mes de Legendre.Corrigé. Nous avons vu au problème préédent la dé�nition générale du pro-duit salaire entre deux fontions sur l'intervalle I,
(f, g)w =

∫

I

w(x)f(x)g(x)dxLa fontion w(x) est hoisie une fois pour toute, et nous avons vu que pour quela dé�nition i-dessus puissent être un produit salaire, il faut que w(x) > 0pour x ∈ I. Le hoix du poids w se fait selon le problème que nous avons àrésoudre : en e�et, il existe une relation étroite entre les équations di�érentiellesque nous souhaitons résoudre et la fontion w, e qu'on appelle le théorème deStourm-Liouville (voir l'examen de novembre 2004).Nous souhaitons maintenant trouver tous les polyn�mes qui sont orthogo-naux sur l'intervalle [-1,1℄ assoiés au poids w(x) = 1. Cei veux dire que nousherhons les polyn�mes P0(x), P1(x), ...Pn(x), ... où Pn est un polyn�me de de-gré n tel que es polyn�mes soit deux à deux orthogonaux ave le poids w quenous nous sommes �xés :
(Pi, Pj) = 0 si i 6= jLe proédé est le même que elui utilisé dans l'espae eulidien : on hoisitd'abord un premier veteur, ensuite on trouve un deuxième perpendiulaire àelui là, ensuite un troisième perpendiulaire aux deux autres .... et ainsi de suite.Commençons par P0(x). Comme 'est un polyn�me de degré 0, on peut l'ériresous forme de P0(x) = a. Si nous voulions trouver des polyn�mes orthonormés,nous aurions exigé (P0, P0) = 1, 'est à dire
∫ 1

−1

a2dx = 2a2 = 1'est à dire a = 1/
√

2. Mais nous n'exigeons pas ii de telle onditions ; noussommes libre de hoisir a et pour notre tranquillité, on prend a = 1. Don
P0(x) = 1.Venons-en maintenant à P1. Comme 'est un polyn�me du premier degré,
P1(x) = ax+ b. Nous herhons les oe�ients a, b pour avoir (P0, P1) = 0, 'està dire

(P0, P1) =

∫ 1

−1

1(ax + b)dx

=
[a

2
x2 + bx

]1

−1

= 2b = 0Pour que P1 ⊥ P0 il faut que b = 0. Le oe�ient a étant libre, on hoisit a = 1,et don P1(x) = x. 1



Nous ontinuons la même proédure : P2 = ax2 + bx + c. La ondition
(P2, P0) = 0 nous donne

∫ 1

−1

1(ax2 + bx + c)dx =

[

a

3
x3 +

b

2
x2 + cx

]1

−1

= 2a/3 + 2c

= 0Don a = −3c. De même, la ondition (P2, P1) = 0 nous fournit b = 0. Puisquenous ne �xons pas la norme de P2, nous avons le hoix d'un paramètre, enprenant c = −1, on trouve a = 3 et don P2(x) = 3x2 − 1.Nous pouvons ontinuer la proédure et trouver les autres polyn�mes, P3(x) =
5x3 − 3x et. J'insiste enore, tous es polyn�mes sont dé�nis à un oe�ientmultipliatif près, que nous aurions pu �xer ave la ondition (Pi, Pi) = 1. Sou-vent, le oe�ient est hoisi pour que Pn(1) = 1. Les polyn�mes de Legendreinterviennent à beauoup d'endroit en physique, par exemple dans les problèmesd'életrostatique en oordonnées sphérique, puisque

1

|x − x
′| =

1
√

r2 + r′2 − 2rr′ cos γ
=

∞
∑

ℓ=0

r′ℓ

rℓ+1
Pℓ(cos γ)pour r > r′, e qui permet de onnaître l'in�uene d'une harge plaé en x aupoint x

′.Problème 6. Démontrer que les polyn�mes de Legendre que vous avez trouvésobéissent à l'équation di�érentielle
(1 − x2)y′′ − 2xy′ + n(n + 1)y = 0En réalité, 'est souvent pour ela que l'on herhe les polyn�mes orthogonaux :ils sont solution d'équations di�érentielles intéressante pour la physique. Vé-ri�ons ela seulement pour P2(x), pour les deux autres ette véri�ation esttriviale.

P2(x) = 3x2 − 1

P ′

2(x) = 6x

P”2(x) = 6Nous avons
6(1 − x2) − 2x(6x) + 2.3(3x2 − 1) = 0il su�t de développer les parenthèse.
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