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PREAMBULE (*), page 1

Le calcul des probabilités s’applique également aux choses de toute espéce, mo-
rales ou-physiques, et ne dépend aucunement de leur nature, pourvu gue dans
chaque cas, I'observation fournisse les données jnumdriques, nécessaires a ses
applications, :

Enoncé de la loi générale des grands nombres. Vérification de cette loi sur des
exemples nombreux et varié€s, pris dans Vordre physique.et dans 'ordre moral,:
et qui permettent de 1a considérer dés i présent comme un fait d’expérience qui
ne se dément jamais. Cette loi sera démontrée directement dans la suite de
Youvrage.

Résumé des données de I’observation et des résultats auxquels on parviendra dans
le dernier chapitxe, en ce qui concerne la probabilité des jugements en matidre
criminelle et en matiere civile.

CHAPITRE 1*. Régles genérales des probabilités , ) page 30

Définition de la probabilité d’un événement. Différence que I'on peut metire entre
les mots chance et probabilité. Mesure de la probabilité. Objet du calcul des
probabilités. Démonstration des premiéres régles de ce calcul; exemples de leur
application (*¥), n® 1413

Formules relatives i la répétition des événements dans une série d’épreuves. Solu-
tion du probléme des partis. Solution d’un autre probléme, fondée sur le dé-
veloppement d’un polynome élevé i une puissance donnde. Note sur un cas de
chances variables pendant les épreuves. Probabilité d’amener m boules blanches
et n boules noires, en tirant i la fois m 4-n boules, d’une urne qui contient
des baules noires et des.bonles blanches, en proportion connue, n° 14419

{*) Le nom ds anteur anglais, cité & la seconde page ost mal éerit; il faut lire Bayes au lieu de
Blayes.

(**) Par inadvertance, Vordre des numéros va de 11 & 13, etil ny a pasden® 12.
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Régle générale pour déterminer la probabilité des événements composés , quand
les chances des événcments simples varient d’une manitre quelconque pendant
les épreuves, n° 20

Application du calcul des probabilités a la détermination des avantages atlachés &
Varrivée des choses éventuelles. Calcul des diverses chances de la ci-devant lo~
terie royale de France. Préjugés, contraires et également mal fondés, des
joueurs sur la sortie des numéros. Ge quon entend par Vespérance mathé~
matique et par Uespérance morale. Explication d’une difficalté relative a la régle
de Pespérance mathématique, n® 21 a 25

Quand il existe une chance inconnue, qui favorise Parrivée de 1'un des deux évé-
nements contraires E et I, sans qu’on sache lequel, cette circonstance augmente

. toujours la probabilité de la similitude des événements dans deux ou un plus

grand nombre d’épreuves, n° 26

CHAPITRE IL. Suites des régles générales; probabilités des causes
et des événements futurs , déduites de Uobservation des événements
Passes, , ) P , ~_ Page 79

Signification que V'on attache au mot cause ¢t au mot hasard, dans le calcul des
probabilités.” Régle pour déterminer les probabilités des diverses causes possi-
bles d’un €événement observé. Remarque sur application de cette régle a des
événements successifs. Régle pour déterminer, d’apreés les événements observés,
les probabilités d’autres événements qui'dépendent des mémes causes; ce qui ne
suppose , toutefois, aucune influence de larrivée des événements pass€s, sur
celle des événements futurs. Application de ces deux régles a des exemples par-
ticuliers, ' n® 27 4 33

Extension de ces mémes régles aux cas olt 'on a, sur les €vénements, quelques
notions antérieures aux observations; cxcmple propre 4 montrer la nécessité
d’y avoir égard, ' ' n® 34 et 35

Formules relatives a la probabilité des témoignages. Cas ou il sagit seulement de
savoir si un fait est vrai ou faux, quand il est attesté ou ni€ par un ou plusieurs
témoins. Cas ot plus de deux événements ont pu avoir licu, et oit l'arrivée d’un
événement déterminé est attestée par un témoin. Théoréme relatif & la proba-
bilité d’un événcment, dont la connaissance nous parvient par une chaine tra-

. ditionnelle de témoignages, ' ' - -n* 364 fo

Lorsqu’un tris grand nombre d’événements sont possibles, et qu’ils ont tous, 4
priori, des probubilités égales et extrémement faibles, on fait voir que Varrivée
de Yun de ces événements , parmi ceux qui présentent quelque chose de remar~
quable, doit étre attribuée trés probablement 4 une cause particuliére C, autre
que le Lasard , et analogue, par exemple, & la volonté humaine. Si les événe—
ments remarquables étaient, avant Pobservation, beaucoup plus probables que
les autres, la probabilité de Vintervention d’une cause C est beaucoup affai—
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l)he, et clle peut U'étre’ assez pour qu’il smt inutile d’y avoir aucun égard,
n°* fuetf2
Transformation en intégrales définies , des formules relatives aux probabilités des
causes ct des événements futurs, lorsque le nombre des causes possibles est in-
fini. On peut ne pas considérer les causes communes aux événements passcs et
aux événements futurs, et regarder, les uns et les autres, comme des événe-
ments composés , dépendants d’'un méme événement’simple G, dont la chance
inconnue est susceptible d’une infinité de valeurs, - n*™ 43445
Application de ces intégrales au probléme ot événement G étant arrivé m fois,
dans m +-n éprenves, et I'événement contraire H, les n autres fois, on de-
mande la probabilité qu’ils arriveront respectivement m’ fois et n' fois dans
m’<4-n’ épreuves futures. Cas oi I'on sait, & priori, que la chance inconnue de G
s’écarte fort peu d’une fraction donnée, ' n® 46 448
Enoncé du théoréme de Jacques Bernouilli, sur la répétition des événements, dans
un trés grand nombre d’epteuves en raison de lenrs chances respectives, con-
nues ou inconnues, mais supposées constantes. Application i un exemple tiré de
Y Arithmétique morale , de Buffon, Indication de la démonstration du théo~
réme, fondée sur la formule du binone, n” 49a 51
Enoncés de trois pr oposmons géndrales, qui seront dd¢monirées dans le chapitre 1V,
et qui se rapportent & la répétition des événements dont les chances varient
d’une manitre quelconque pendant les éprenves. On en déduit 1a loi générale
des grands nombres, déja vérifiée dans le préambule. Cette loi est comprisé dans
deux équations qui sont la base de toutes les applications importantes du calcul
des probabilités, n* 52 & 54
Application de la premiére équation & des exemples. Différence essentielle entre
les usages de la chance constante et ceux de la chance moyenne des evenements,
déduites, I'une et Pautre, de 'observation, Proportion constante des naissances
masculines et féminines, Rapports qui doivent exister entre les similitudes et
les dissimilitudes de sexe, des premiers nés d’un méme maviage, = n* 5§54 b9
On indique, comme application de la seconde équation, le calcul des erreurs
moyennes des observations, celui de la vie moyenne 4 différents 4ges, celui de
Vinfluence des vents sur lés hauteurs des marées, n°® 6o a 62
Digression sur le principe de la causalité. Réfutation de Iopinion de Hume sur le
“simple concours de la cause et de 'effet. On fait voir que 'existence d’une causc
capable de produire nécessairement un phénoméne, peut avoir une trés grande
probabilité, quoique celui-ci n’ait été observé qu'un petlt nombre ‘de’ fois,
‘n® 63'et 64

Probabilité de I'existence ou de la non-existence, d’unte cause permanente de cer—

tains phénomenes, ui se combine avec des causes variables et avec le hasard,
¢t ne produit pas constanment ces phenomenes. Ce qu’'on dont cnlendne au jeu,
par les mots bonheur et malheur, o o n° 65

@€,



iv TABLE DES MATIERES.

CHAPITRE UL. Calcul des probabilités qui dépendent de trés grands
-nombres. ( Cas des chances constantes pendant les épreuves.)
Page 172

Nécessiteé de recourir aux méthodes d’approximation, pour calculer les valeurs des
produits d’un trés grand nombre de facteurs inégaux. Méthode de Laplace pour
‘réduire en séries convergentes, les fonctions de grands nombres, exprimées
prealahlement par des intégrales définies, Application de cette methode au pro-
duit 1.2.3...n des nombres naturels. Formule de Wallis, n® 66 a 68

Probabilité des arrivées m fois et n fois, des deux événements contraires E et F,
dans un trés grand nombre m 4-n d’epreuves. Diminution de cette probabahte,
lorsque les chances constantes de E et F, au lieu d’étre données & priori, ont
été conclues d’un autre grand nombre d’observations. Exemple d’un cas parti-
culier ol les chances de ces deux éyénements varient pendant les épreuves,

n® 69 a 72

Transformation d’unc partie de la formule du binome, ¢n une autre formule con-
vertible en une intégrale défisiie. Application de la methode de Laplace a cette
mtegrale. Formules qui déterminent la probablhte que dans le nombre m 4~ n

d’épreuves, Yévénement E arrivera an moins m2 fois, et Yévénement contraire I
au plus r fois. Probabilité que ces nombres m et n seront compris entre des li-
mites, & trés peu prés proportionnelles aux chances respectives des deux évé-
nements. Probabilités que I'un de ces nombres n’atteindra pas 'une ou Yautre
de ces deux limites, n® 93 aqg

Les formules précédentes conduisent au théoréme de Jacques Bernouilli, énoncé
dans le n° 4g. Cas ou la chance de 'un des deux événéments E et F est trés fai-
ble. Probabilités d’ane différence des nombres m et n, comprise entre des limites
données, soit quand les chances de E et F sont égales, soit quand elles sont
inégales. Part du hasard dans le trés grand nombre m--n des épreuves,

n® 8o 4 82

Probabilité de limites comprenant la chance inconmue de ’événement E, &’ aprés le
nombre de fois que cet événement estarrivé dans un trés grand nombred ‘epreuves.
Probabilité infiniment petite que cette chance soit précisément égale A une fraction
donnée. On conclut de cette derniére probabxllte celle d’une événement futur,
composé de E et de 'événement contraire F. Application 2 différents exemples,
de la formule 4 laquelle on est conduit. Probabilité que I'événement E qui est
arrivé m fois dans m - n épreuves, aura lieu m’ fois dans un autre trés grand
nombre m' 4 n’ d’épreuves; expression de cette probabilité correspondante a

’

d ﬁ‘ é € PP rt et mpara. d
erence do!ln c entre leS ra oris l | 1501 S
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chances de deux événements différents, qui sont arrivés des nombres de fois
connus dans des nombres d’épreuves aussi donnés. Application numérique des
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formules precédentes a l’exemple cité dans le n° 50, et tivé 'des ceuvres de
Buffon, . 0% 83a8y
Solution d’un probléme susceptible d’une apphcatlon importante. Conséquences qui
en résultent relativement aux élections des députés, par un trés grand nombie
d’électeurs, distribués en un nombre considérable de colléges dont chacun fait
une nomination, : n*'go 4 g3

CHAPITRE IV. Suite du calcul des probabilités de’pendantes de trés
grands nombres. (Cas des chances variables d’'une maniére quelcon-
que, comprenant celui des chances constantes. ) Page 246

Transformation de la végle du n® 20, en une formule exprimée par une intégrale dé-
finie. Usage de. cette formule, dans le cas d’un trés grand nombre d’épreuves.
Détermination de la probabilité que dans ce nombre 72 4 n d’épreuves, ’évé-
‘nement E arrivera un nombre m de fois, compris entre des limites données. On
en conclut, conformément i la premiére proposition générale énoncée dans le
n° 52, que ce nombre m sera, & trés peu prés et trés probablement, proportionunel
4 la moyenne des chances de E dans cette série d’épreuves, n® g4 4 g6
Probabilité que Ja somme doo valours d’une chose quelconque qui auront Yieu
dans un nombre donné d'épreuves, tombera entre des limites données, soit
quand le nombre des valeurs possibles sera limité, soit quand il deviendra in-
fini. L’expression de cette probabilité en inte’grales définies, s’obtiendra sous
forme finie, dans le cas particulier o toutes les valeurs possibles ont une chance
égale et qui demeure constante pendant les épreuves. Veérification du résultat
particulier et de la formule générale, dans le cas le plus simple ou il n’y a
qu’une seule épreuve, n% 974 1oo0
"En appliquant cette formule au cas d’'un trés grand nombre d’observations, on
démontre le théoréme énoncé dans le n°® 53, et suivant lequel, si ce nombre
augmente encore de plus en plus, la moyenne des valeurs de la chose que l'on
considére s'approchera de méme d’une valeur constante &, avec laquelle elle
coinciderait, si ce mémce nombre pourvait devenir infini. Celte constante speciale
dépend de la loi de probabilité de toute les valeurs: possibles ; les lim‘hes, plus
ou moins probables,, d’une différence & entre cette constante et la moyehne des
valeurs observées dans un trés grand nombre d’observations, dépendent aussi
d’une autre constante %, relative & cette méme loi. Détérmination de ces deux
quantités £ et A, dans les hypothéses les plus simples sur la loi de probabilité.
Examen du cas o, d’apres cette loi, le nombre des valeurs possibles est
Timité, - ' n® 1or a 103
Démonstration de la sccondc proposition generale, énoncée dans le n° 52 (*); ce qui

* {%).Ea appliquant, par excmple, cette proposition générale & la therapeutique, il en résulte, o
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compléte la démonstration , a priors, de la loi universelle des grands nombres,
. régardde jusque-12 comme un fait d’expérience, 4 n°® 104
Régle pour déduire du résultat des observations, les limites de la différence & qui
ont une probabilité donnée, ou, réciproquement, la probabilité correspondante
4 une grandeur donnée de ces limites, n® 105 et 106
Probabilité de limites données, de la différence des valeurs moyennes d’une méme
chose, fournies par deux séries différentes d’épreuves. Régle la plus avantageuse
pour conclure de deux ou plusieurs séries d’observations, la valeur approchée
de cette chose, dans le cas ot les valeurs moyennes convergent effectivement
vers sa valeur exacte, c’est-a-dire, dans le cas oi1, pour chaque série, la cons—-
tante spéciale est cette véritable valear, ‘n” 107 et 108

Probabilité de limites donndes, d’une différence entre les rapports e n

’

77-':_-'—77 , des nombres de fois m et m’ qu'an mémne événement I aura lieu
dans m - n et n’ - n’ d’épreuves, A ces nombres d’épreuves, lorsque toutes les
cauies possibles de E sont les mémes dans les deux séries d’observations, quoi-
que les chances de cct événement varient d’une maniére quelconque pendant
chaque série, n° 109

Solution  d’un probléme relatif aux inclinaisons des orbites planétaires sur 16 cllp-

tique, et a leurs excentricités. Solution d’un -probléme semblable qui se
rapporte’ aux inclinaisons des cométes. On en conclut, avee une trés grande
probabilité, que la cause inconnue de la formation des cométes, n'a pas rendu
inégalement probables leurs diverses inclinaizons sur Pécliptique, non plus que
les deux sens, direct ou rétrograde, de leurs mouvements. Il en résulte aussi
que Pinclinaison moyenne de toutes les cométes existantes, differe probable-
ment fort peu de celle des cometes observées jusqu’a ce jour. Note relative i des.
corps incandescents et en trés grand nombre, que V'on observe dans le ciel 4 une
n® rioet 11y

et

époque déterminée de I'année (¥),

qui est conforme d’ailleurs au simple bon sens, que si un médicament a ¢été employé avee suceés dans
un trés grand nombre de cas semblables, de sorte que le nombre de cas oii il n’a pas réussi soit trés
petit par rapport au nombre total de ces expériences, il est trés probable qu’il réussira encore dans
une nouvelle épreuve. La médecine ne serait ni une science, ni un art, si elle n’était pas fondée sur
de nombreuses observations, et sur le tact et ’expérience propres du médecin, qui lui font j juger de
1a’similitude des cas et apprécier Jes circonstances exceptionnelles.

(*) 1l paralt que ces corps, lors de lour apparition, sont trés ¢loignés de la terre, et i une distance
ot la densité de Patmosphére est tout-a-fait insensible; ce qui rend difficile d’attribuer, comme on
1e fait, leur incandescence & un frottement contre les molécules de Vair. Ne pourrait-on pas supposer.
que le fluide électrique 4 Pétat neutre, forme une sorte d’atmosphére, qui s’étend beaucoup au-dela
de la masse dair; qui est soumise a I'attraction de In terre, quoigue physiquement impondérable; et
qui suit, en conséquence, notre globe dans ses mouvcments" Dans cette hypothése, les corps dont il
s'apit, et, en général, les adrholites, en entrant dans cette atmosphére impondérable, décomposeraient
Je fluide neutre, par lenr action mé(;ah. sur les deux électricités, ot ce serait en s’électrisant qu'ils

s'échanfferaient et deviendraient incandescents.
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Tableau des formules de probabilités les plus usuelles, qui.ont été démontreécs
“dans ce'chapitre et dans le précédent. Remarque relative & Papplication du calcul
“des probabilités & un systéme d’éguations de condition, fournies par les observa-

tious, n® rx2et 113

CHAPITRE V. dpplications des régles générales des probabilités aux
décisions des jurys et aux jugements des tribunavx , . page 318

On détermine les probabilités qu’un accusé sera condamné ou acquitté, & unc
majorité détermince, par des jurés dont chacun 4 une probabilité donnée de ne
pas se tromper, et en ayant égard 4 la probabilité, aussi donnée, de la culpabilité,
qui avait lieu avant le jugement. Par la régle de la probabilité des causes ou des
hypothéses, on détermine également les probabilités que Vaccusé, ainsi condamnd
ou acquitté, est coupable ou innocent, n*rifaryg

Formules relatives au cas d’un nombre quelconque de jurés, qui ont tous la méme
chance de ne pas se tromper, et dont la décision aura lieu ou a eu lieu, soit &
une majorité donnée, soit a une majorité dont le minimum seul est donné. Qn
fait voir que la probabilité qu'une condamnation sera prononcee, est toujours
moindre que celle de la probabilité, avant le jugement, de la cupabilité. Les
probabilités de la bonté d’un jugement ne dépend, toutes choses d’ailleurs éga-
les, que de la majorité a laquelle il a été rendu, et nullement du nombre
total des jurés, lorsque leur chance de ne pas se tromper est donnée 4 priori,
ce qui n’a plus lien quand cette chance doit étre déduite, @ posteriori, de la
connaissance de cette majori(e, . 0 118 4 120

Application de ces formules au cas o le nombre des jurés est trés grand,‘ce ui
rend trés peu probable, (u’une condamnation sera ou a été prononcée & une
petite majorité, n° 121

Théoréme relatif & un jury composé d’un nombre quelconque de jurés, dont
chacun a plusieurs chances distinctes et inégalement probables, de ne pas se
wromper. Exemple du calcul de la chance moyenne, quand le nombre des chances
possibles devient infini, et que leur loi de probabilité est donnée. Cette chance
moyenne est Ja méme pour tous les jurés, quand ils doivent étre pris an hasard
sur une méme liste générale. Formules qui déterminent, dans ce cas, les pro-
babilités qu’une condamnation sera prononcée, qu'un accusé condamné est cou-
pable, que la chance d’erreur des jurés a été comprise entre des limites don-

nées, n% 122 3 127
Application de ces formules 4 un jury compos¢ d’un 4rés grand nowbre de
jurds, ' n° 128 4 13:

I’usage de ces formules exige, dans tous les cas, que I'on fasse une hypothése sur
la loi de probabilité des chances d’erreur des jurés. Examen de ’hypothése de
Laplace. Conséquences qui en vésulteraient et qui la rendent inadmissible. L’im-
possibilité de faive sur cette loi, aucune hypothése convenablement motivée, rend
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également impossible de déterminer la probabilité de la benté d’un jugement
isolé, d’aprés la connaissance du nombre des jurés et de la majorité & laquelle
il a été rendu. Necessité de recourir aux résultats d’un trés grand nombre de
Jugements, pour en conclure les deux éléments spéciaux que renferment. les
formules précédentes, savoir, la chance » de ne pas se tromper, commune &
tous les jurés pris au hasard sur une méme liste générale, et la probabilité & de
la culpabilité des accusés, résultante des procédures antérieures aux débats de-
vant les cours d’assises, ) n® 132 et 133
Probabilités que la différence entre le rapport, fourni par une série d’expérience,
du nombre des condamnés 4 celui des accusés et la valeur spéciale que ce rap-
port atteindrait si ces nombres devenaient infinis, est comprise entre des limites
données, et que la différence entre le premier rapport et celui qui résultera
d’une autre série d’expériences, tombera entre des limites également don-
nées, ‘ n° 134
On extrait des Comptes généraux de U'administration de la justice criminelle, les
données de V'observation qui serviront i déterminer les valeurs numériques
de u et %. Ces données sont divers rapports auxquels on applique, avant d’en
faire usage, les formules de probabilités précédentes. Influence des change-
ments successifs de la législation du jury ecn Francc, sur les grandeurs de ces
rapports. Division des crimes en deux espéces distinctes. Obligation ot Yon
est de supposcr, quant a présent, que les valeurs de u et %, trés différentes pour
ces deux sortes de crimes, sont & pen prés les mémes pour tous les departe-
ments, : n° 135 1138
Calcul de ces valeurs, soit pour la France enti¢re, smt pour le département de la
Seine en particulier. Probabilité que, d’aprés ces valeurs, un jugement de con-

damnation ou d’acquittement a été prononcé 3 l'unammlte, n® 139 A 141
Signification qu’on doit attacher aux mots coupable et innocent. On développe ce
qui a été dit, i cet égard, dans le préambule de V'ouvrage, n° 142

- Formules qui font connaitre la mesure du danger, pour un accus¢, d’étre con-
damné, quoxque non-condamnable, et pour la société, de lacquutement d’un
accusé qui aurait dii étre condanme, n° 143

Calcul des valeurs numériques de ces mesures, et des probabilites de I'innocence
et de la culpabilité des condamnés, i différentes époques ot la législation n’a
pas été la méme, n® 144 et 145

Indication d’un calcul semblable, qu’on ne peut effectuer faute de données néces-
saires de I'observation, en ce qui concerne les jugements de police correction=

nelle et ceux de la justice militaire, .m0 146
TFormules relatives a la bonté, plus ou moins probables, des jugements en ma~
titre civile, rendus ew premiére instance et en appel, n% 147 3 149

Faute de données de U'expérience, nécessaires pour déterminer les deux éléments dis-
tincts que ces formules renferment, on est obligé de supposer les chances d’er-
reur égales pour tous les juges des deux degrés successifs. On calcule cette chance,
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d’aprés le rapport, donné par V'expérience, du nombre des jugements confir-

més par les cours royales, i celui des jugements de premiére instance qui leur
sont soumis annuellement. Le peu de variation de ce rapport, pendant trois an—
nées consecutives, est une preuve trés remarquable de la loi générale des grands
nombres. On déduit de cette donnée de P'observation, les probabilités de la
bonté des jugements de premiére instance et d’appel, soit quand ils s’accordent,
soit quand ils sont contraires, n® 150 et 151

FIN DE LA TABLE DES MATIERES,



FAUTES ESSENTIELLES A CORRIGER.

Dans le préambule, a la ligne g dela page 24, il faut mettre : quatre dix-mil-
litmnes, au lieu de quatre milliémes ; et par suite, 4 la méme page, il faut réduire
4 geta 7, les nombres 88 et 18, et remplacer, 4 la ligne 27, les mots : vingt fois
aussi grand , par ceux-ci : plus de cinquante fois aussi grand.

Ala fin dun® 32, il faut supprimer : Le cas de m =1 n’est pas compris dans cette
valeur de @,. . .; et metive, au contraire : dans le cas dem =1, cette valeur de =,
se réduit 4 @, =1, ce qui est évident, & priort.

Au commencement du n° 68, il faut mettre : Toutefois, la loi de la série n’étant
pas connue, elle peut étre du genre; au lieu de : Toutefois, elle est du genre.

Ala fin du n° 78, il faut ajouter ces mots : si elle est un nombre entier, et de
moins d’une unité, si elle n’en est pas un.

Au bas de la page 254, aprés : en désignant par m un nombre donné, il faut sup-
primer : compris entre « et 6.



RECHERCHES

SUR

I.A PROBABILITE DES JUGEMENTS

EN MATIERE CRIMINELLE

ET EN MATIERE CIVILE.

Un probléme relatif aux jeux de hasard, proposé 4 un austére jan-
séniste par un homme du'monde, a été l'origine du calcul des proba-
bilités. Il avait pour objet de déterminer la proportion suivant laquelle
Penjew doit étre partagé entre les joueurs, lorsqu’ils conviennent de
ne point achever la partie, et qu'il leur resie a prendre, pour la ga-
gner, des nombres de points inégaux. Pascal en donna le premier la
solution, mais pour le cas de deux joueurs seulement; il fut ensuite
résolu par Fermat, dans le cas général d'un nombre quelconque de
joueurs. Toutefois, les géometres du xvi® siécle qui se sont occupés
du calcul des probabilités, ne I'ont employé qu'a déterminer les
chances de différents jeux de cette époque; et ce n’est que dans le
siécle suivant qu’il a pris toute son extension, et qu'il est devenu une
des principales branches des mathématiques, soit par le nombre et I'u-
tilité de ses applications, soit par le genre d’analyse auquel il a donué
naissance.

Parmi les applications de ce calcul, une des plus importantes est

I
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celle qui se rapporte a la probabilité des jugements, ou, en général,
des décisions rendues a la pluralité des voix. Condorcet est le premier
qui ait essayé de la déterminer. Le livre qu'il a écrit sur ce sujet (*),
avait été entrepris du vivant et a la demande du ministre Turgot,
qui concevait tout 'avantage que les sciences morales et 'administra-
tion publique peuvent retirer du calcul des probabilités, dont les indi-
cations sont toujours précieuses, lors méme que, faule de données’
suflisantes de I'observation, il ne peut conduire aux solutions com-
plétes des questions. Cet ouvrage renferme un discours préliminaire
fort étendu, ot l'auteur expose, sans le secours des formules ana-
lytiques, les résultats qu’il a obtenus, et ol sont développées avec
soin les considérations propres & montrer l'utilité de ce genre de
recherches. ' ' '
Dans son 7raité des probabilités, Laplace s'est aussi occupé du cal-
cul des chances d’erreur & craindre dans le jugement rendu contre
un accusé, a une majorité connue, par un tribunal ou un jury com-
posé d’'un nombre de personnes également connu. La solution qu’il a
donnée de ce probleme, I'un des plus délicats de la théorie des proba-
bilités, est fondée sur le principe qui sert a déterminer les probabilités
des causes diverses auxquelles on peut attribuer les faits observés; prin-
cipe que B}’ayes a présenté d'abord sous unc forme un peu différente,
et dont Laplace a fait ensuite le plus heareux usage, dahs ses mémoires
et dans son traité, pour calculer la probabilité des événements futurs
d’apres Pobservation des événements passés s mais, en ce qui concerne
le probléme de la probabilité des jugements, il est juste de dire que
cest & Condorcet qu’est due l'idée ingénieuse de faire dépendre la so-
lution, du principe de B)’ayes, en considérant successivement la cul-
pabilité et Vinnocence de l'accusé, comme une cause inconnue du
jugement prononcé, qui est alors le fait ohservé, duquel il s’agit de
déduire la probabilité de cette cause. L'exactitude de ce principe. se
démontre entonte rigueur; son application i la question qui nous o¢-
cupe, ne peut non plus laisser aucun doute; mais pour cette applica-
tion, Laplace fait une hypothése qui n’est point incontcstable : il

(*) Essai sur Papplication de Uanalyse i la probabilité des décisionts rendites
& la pluralité des voix.
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suppose que la probabilité qu'un juré ne se trompera pas est sus-
ceptible de tous les degrés également possibles, depuis la certitude,
représentée par I'unité, jusqu’a Vindifférence, quirépond dans le cal-
cul 4 la fraction §, et se rapporte 4 une égale chance d’erreur et de
vérité. L'illustre géometre fonde son hypothése sur ce que Lopinion
d'un juré a sans doute plus de tendance vers la vérité que vers l'er-
reur; ce qu'on doit admettre effectivement en général. Mais il existe
une infinité de lois différentes de probabilité des erreurs qui satisfont
h cette condition, sans qu'on soit obligé de supposer que la chance.
qu'un juré ne se trompera pas, ne puisse jamais descendre au-dessous
de !, et qu'au-dessus de cette limite, toutes ses valeurs soient également
possibles. La supposition particuli¢re de Laplace ne saurait donc étre
justifiée & priori. Soit & raison de cette hypothése , soit a cause de leurs
conséquences, qui m'ont paru inadmissibles, les solulions du pro-
bléme de la probabilité des jugements que I'on trouve dans le Zraité
des probabilités (*) et dans le premier supplément & ce grand ou-
vrage (**), et qui différent I'une de l'autre; ont toujours laissé beaucoup
de doutes dans mon esprit. Cest a I'illustre auteur que je les aurais sou-
" mis, si je me fusse occupé de ce probleme pendant sa vie : Tautorité
de son nom m’en eut fait un devoir, que son amitié¢, dont je me glori—
fierai toujours, m’aurait rendu facile a2 remplir. On concevra sans
peine que ce n’est qu'apres de longues reéflexions, que je me suis dé-
cidé a envisager la question sous un autre point de vue; et 'on me
permettra d'exposer, avant d’aller plus loin, les principales raisons
qui m’ont déterminé & abandonner la derniére solution i laquelle
Laplace s’était arrété, et dont il avait inséré les résultats numériques
dans 'Essai philosophique sur les Probabilités.

La formule de Laplace, pour exprimer la probabilité de I'erreur
d'un jugement, ne dépend que de la majorité a laquelle il a été pro-
noncé, et du nombre total des juges; elle ne renferme rien qui soit
relatif 4 leurs connaissances plus ou moins étendues dans la matiére
qui leur a été soumise. Il s'ensuivrait donc que la probabilité de Verreur
d"une décision rendue par un jury, 4 la majorité de sept voix contre
cing, par exemple, serait la méme, quelle que fht la classe de per-

(*) Page f60. (*¥) Page 32.
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sonnes out les douze jurés auraient été choisis; conséquence qui me
paraitrait déja suffisante pour qu'on fit fondé a ne point admettre la
formule dont elle est déduite.

Cette méme formule “suppose qu'avant la décision du jury, il n’y
avait augune presomphon que P'accusé ft coupable; en sorte que la
probablhte plus ou moins grande de sa culpabilité, devrait se conclure
uniquement de la décision quiserait rendue contre lui. Mais cela est en-
core inadmissible : Faccusé, quand il arrive a la cour d’assises, a déjh
été I'objet d’'un arrét de prévention et d’'un arrét daccusatlon, qui
établissent contre lui une probabilité plus grande que 3, qu'il est cou-
pable; et certainement, personne n’hésiterait a parier, a jen égal,
plutdt pour sa culpabilité que pour son innocence. Or, les régles qui
servent & remonter de la probabilité d'un événement observé a celle
de sa cause, et qui sont la base de la théorie dont nous nous occupons,
exigent que I'on ait égard 4 toute présomption antérieure a I'observa-
tion, lorsque 'on ne suppose pas, ou qu'on n'a pas démontré qu’il
n’en existe aucune. Une telle présomption étant, au contraire, évidente
dans les procédures criminelles, j'ai dii en tenir compte dans la solu-
tion du probléme; et U'on verra, en effet, qu'en en faisant abstraction,
il serait impossible d’accorder les conséquences du calcul avec les ré-
sultats constants de I'ohservation. Cette présomption est semblable &
celle qui a lieu en matiére civile, lorsque I'un des plaideurs appelle d’'un
premier jugement devant une cour supérieure : il y parait avec une pré-
somption contrairve a sa cause; et I'on se tromperait gravement, si Pon
n’avait pas égard a cette circonstance, ‘en. calculant la probabilité de
I'erreur a craindre dans Parrét définitif. , _

Enfin, Laplace s’est borné & considérer la probabilité de 'erreur d’'un
jugement rendu & une majorité connue ; cependant le danger que l'ac-
cusé court d’étre condamné a tort par cette majorité, quand il est tra-
duit devant le jury, ne dépeud pas seulement de cette probabilité; il
dépend aussi de la chance qu’une telle condamnation sera prononcée.
Ainsi, en admettant pour un moment que la probabilité de Verreur
d’un jugement rendu a la majorité de sept voix contre cing, soit expri-
mée par upe fraction a trés peu pres égale a 2, comme il résulterait de
la formule de Laplace, il faut aussi observer que, d’aprésl'expérience, le
nombre de condamnations par les jurys qui ont eu lieu chaque année
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en France, & cette majorité, n'est que tZ; du nombre total des ac~
cusés; le danger pour un accusé d’¢tre' mal jugé 4 la majorité dont il
8 aglt aurait donc pour mesure le produit des deux fractions 3 et 175 =,
ou 3%; car, dans toutes les choses eventuellcs, la crainte' d’une perle ou
Yespoir d’un gain a pour expression le produit de la valeur de la chose
que I'ou craint ou que I'on espére, multipliée par la prohabilité qu’elle
aura lieu. Cette considération réduirait déja a un sur cinquante la
proportion des accusés non coupables qui seraient condamnés annuelle-
ment a la plus petite majorité des jurys; ce serait sans doute encore
])eaucoup trop, si tous ces accusés étaient réellement innocents; mais
Cest ici qu'il convient d’expliquer le sens véritable que I'on doit atta-
cher, dans cette théorie, aux mots coupable et innocent , et que La—
place et Condorcet leur ont effectivement attribué. ‘

On ne saurait jamais arriver a la preuve mathématique de la culpa-
bilité' d’'un accusé; son aveu méme ne peut étre regardé que comme
une probabilité trés approchante de la certitude ; le juré le plus éclairé
et le plus humain ne prononce donc une condamnation que sur une
forte probabilité, souvent moindre, néanmoins, que celle qui résulte-
rait de I'aveu du coupable. Il y a entre lui ct le juge en matiére civile,
une différence essentielle : lorsqu’un juge, aprés 'examen approfondi
d’un proces, n’a pu reconnaitre, vu la difficulté de la question, qu’une
faible probabilité en faveur de T'une des deux parties, cela suffit pour
qu'il condamne la partie adverse; au lieu qu’un juré ne doit prononcer
un vote de condamnation que quand, a ses yeux, la probabilité que
Paccusé est coupable atteint une certaine limite, et surpasse de beau-
coup la probabilité de son innocence. Puisque toute chance d’erreur ne
peut étre évitée, quoi qu'on-fasse, dans les jugements criminels, a quoi
doit-elle étre réduite, pourassurer 4 innocence la plus grande garantie
possible? C’est une question a laquelle il est difficile de répondre d'une
maniére générale. Selon Condorcet, la chance d’étre condémné injuste=
ment pourrait étre équivalente a celle d'un danger que nous jugeons
assez petite pour ne pas méme chercher 2 nous y soustraire dans les
habitudes de la vie; car, dit-il, la société a bien le droit, pour sa st-
reté, d’exposer un de ses membres & un danger dont la chance lui est,
pour ainsi dire, indifférente; mais cette considération est heaucoup
trop subtile dans une question aussi grave. Laplace donne une




6 A RECHERCHES

définition , bien plus propre a éclairer la question, de la chance der-
reur qu'on est forcé:d’admetire dans les jugements en matiere crimi-
nelle. Selon lui, cette probabilité doit étre telle qu’il y ait plus de dan-
ger pour la stireté publique, a acquittement d’un coupable, que de
crainte de Ja condamnation d’un innocent; comme il le dit expressé-
ment, c’est celte question, plutdt que la culpabilité méme de Vaccusé,
que chaque juré est appelé a décider, a sa maniére, d’apres ses lumieé-
res ¢t son opinion; en sorte que Verreur de son vote, soit qu'il con-
damne, soit qu’il absolve, peut provenir de deux causes différentes : ou
de ce qu’il apprécie mal les preuves contraires ou favorables a I'accusé,
ou de ce qu’il fixe trop haut ou trop bas la limite de la probabilité né-
cessaire 4 la condamnation. Non-seulement cette limite n'est pas la
méme pour toutes les personnes appelées a juger, mais elle change
aussi avec la nature des accusations, ét dépend méme des circonstances
ou I'on se trouve : a l'armée, en présence de Fennemi, et pour un
crime d’espionnage, elle sera sans doute beaucoup moins élevée que
dans les cas ordinatres. Elle s’abaisse, et le nombre des condamnations
augmente, pour un genre de crimes qui devient plus fréquent et plus
i craindre pour la société,

Les décisions des jurys se rapportent donc a 'opportunité des-con-
damnations ou des acquittements : on rendrait le langage plus exact en
substituant le mot condamnable, qui est toute la vérité, au mot coz-
pable, qui avait besoin d’explication, et que nous continuerons d’em-
ployer pour nous conformer a I'usage. Ainsi, lorsque nous trouverons,
que sur un trés grand nombre de jugements, il y a une certaine pro-
portion de condamnations erronées, il ne faudra pas entendre que
cette proportion soit celle des condamneés innocents; ce sera la propor-
tion des condamnés qui l'ont été a une trop faible probabilité, non
pas pour établir qu’il sont plutét coupables qu’innocents, mais pour
que leur condamnation fiut nécessaire 2 la siireté publique. Déterminer
parmi ces condamnés, le nombre de ceux qui réellement n'étaient pas
coupables, ce n'est pas 'objet de nos calculs toutelois il y a leu de
croire que ce nombre est heureusement trés peu considérable, du moins
en dehors des proces politiques : on en peut juger, dans les cas ordi-
naires, par le nombre trés petit de condamnations prononcées par les
jurys, contre lesquelles I'opinion publique se soit élevée; par le petit
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nombre de graces complcteq qui-ont été accordées ; et par le nombre,
aussi trés petit, -de cas ou les cours d'assises’ ont usé du droit que
la Joi leur donue, de casser la condamuation’ prononcee par un
jury, et de renvoyer le prévenu devant dautres jurés, lorsqu’élles
jugent que le déhat oral a détrait i’accus'ltlon, et que le cohdamne n’est
pas cotipable.. . : : :
Les résultats relatifs aux clmnces derrcur des jugements criminels,
auxquels Laplace ‘est parvenu, ont parn exorbitants, et'en désaccord
avec les idées générales; ce qui serait contraie anx paroles -deTauteur,
que la théorie des probabilités n'est., au jond que le bon' sen's 1éduit
en calcul. Tlsont été mial interprétés; et Ton sest trop hatéd'enconclure
que l'analyse' mathématique n'est ‘point applicable & ce genre de ques-
tions , ni gériéralement anx choses qu'on appelle morales. C’est un pre-
jugé que j'ai vu A regret ‘p‘arh'gé' p’a‘r-'d‘e bons esprits; et, pour le-dé-
truire, je.crois utile de rappelerici quelques‘t:omrdemhons générales,
qui seront propres d’nilleurs, par la comparaison avec d'autves ques-
tions ou: petsonne ne conteste: que Femploi du calcul soit légitime et
nécessaire., 4 bien faire connaitre Tobjet du. probleme qne Je me suis
proposé: qpecmlement dans-cetouvrage. P P
. Les choses de toutes natvires sont soumises 4 une loi universelle
qu on ‘peut appeler la loi des grants nombres. Elle consiste-en ce que,
si I'on observe dés noinbres trés conbrderablec d’événements d’une
méme nature; dépendants de causts constantes et de causes qui va-
rient irrégulierement, tantdt dans un sens, tantot dans Tauire, c'est-
a~-dive'sans queleur variation soit progiessive dans aucun sens déter-
miné, on trouvera, éntre ces no‘m‘br:e‘s;'deS‘_r’app’Orts A trés pea pres
constants. Pour cliaque nature de¢-closes; ces- rappor’ts aunront une va-
leur spéciale-dont il s’écarteront-de moins-eri moins, &4 mesure que la
série des événements observés angmentera davantage, et qun Hls attein-
draient:rigoureusement s'il était possible de prolonger cette série a
linfini. ‘Selen que les amplitudes de variations des catises irr éguliéres
seront p]uq ou :moins ‘graudes, il faudra des wombres zussi plus ou
moins grandsd'événements pour que:leurs rapports parvicrinent sensi-
blement 4.la :permanence:s: ohservation méme - fera connaitre, dans
chaque question , si fa bérie des oxpdricinces a-été suffisamment prolon-
gée; et d’nprés les nombres-des faits cohstatés; et la graudenr des-écaris
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qui resleront encore entre leurs rapports, le calcul fournira des régles
certaings pour déterminer la probabilité que la valeur spéciale vers la-
quelle ces rapports convergent est comprise entre des limites aussi res~
serrées qu'on voudra. Si I'on fait de nouvelles expériences, et si I'on
trouve que ces mémes rapports s'écartent notablement de leur valeur
finale, déterminée par les observations précédentes, on en pourra con-
clure que les causes dont les faits observés dépendent, ont éprouvé
une variation progressive, ou méme quelque changement brusque,
daus l'intervalle des deux séries d’expériences. Toutefois, sans le se-
coursdu calcul des probabilités, on risquerait beaucoup de se méprerdre
sur la nécessité de cette conclusion; mais ce calcul ne laisse rien de va-
gue & cet égard, et nous fournit aussi les régles nécessaires pour déter-
miner la chance d’un changement dans les causes, indiqué par la com-
paraison des faits observés a différentes époques.

Cette loi des grands nombres s’observe dans les événements que nous
attribuons a un. aveugle hasard, faute d’en connaitre les causes, ou
parce qu’elles sont trop compliquées. Ainsi, dans les jeux ou les cir-
constances qui déterminent l'arrivée d'une carte ou d’un dé, varient a
Pinfini et ne peuvent étre soumises 4 aucun calcul, les différents coups
se présentent cependant suivant des rapports constants, lorsque la séric
des épreuves a été long-temps prolongée. De plus, lorsqu’on aura pu
calculer d’apres les régles d'un jeu, les probabilités respectives des
coups qui peuvent arriver, on vdérifiera qu’elles sont égales a ces rap-
ports constants, conformément au théoréeme connu de Jacques Ber-
nouilli. Mais dans la plupart des questions d’éventualité, la détermi-
nation @ priori des chances des divers événements est impossible, et ce
sont, au contraire, les résultats ohservés qui les font connaitre : on ne
saurait, par exemple, calculer d’avance la probabilité de la perte d'un
vaisseau dans un voyage de long cours; on y supplée donc par la
comparaison du nombre des sinistres & celui des voyages : quand ce-
Ini-ci est tres grand, le rapport de I'un & Pautre est 4 peu prés cons-
tant, du moins dans chaque mer et pour chaque nation en particulier;
sa valeur peut étre prise pour la probabilité des sinistres futurs; et
c'est sur cetle conséquence naturelle de la loi des grands nombres, que
sont fondées les assurances maritimes. Si 'assureur n’opérait que sur
un nombre peu considérable d’affaires, ce serait un simple pari, qui
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n’aurait aucune valeur sur laguelle il pit compter; s'il opére sur de
trés grands nombres, c'est une spéculation dont le succes est 4 peu
prés certain.,

La méme loi régit également les phénoménes qui sont produits par
des forces connues, concurremment avec des causes accidentelles dont
les effets n’ont aucune régularité. Les élévations et les abaissements
successifs de la mer dans les ports et sur les cbtes, en offrent un exemple
d’une precnsnon remarquable. Malgré les inégalités que les vents pro-
duisent; et qui feraient disparaitre les lois du phénoméne dans des ob-
servations isolées ou peu nombreuses; si 'on prend les moyennes d’un
grand nombre de marées ohservées dans un méme lieu, on trouve
qu’elles sont 4 trés peu prés conformes aux lois du_flux et du reflux,
résultant des attractions de la lune et du soleil, et les mémes que si les
vents accidentels n’avaient aucune influence : celle que peuvent avoir
les vents qui soufllent dans une méme direction pendant une partie
de I'année, sur les marées de cette époque, n’a point encore été de-
terminée. Ces moyennes déduites d'observations faites au commence-
ment et a la fin du siécle dernier, ou séparées par un intervalle de
cent années, n’ont présenté que de petites différences, que I'on peut at-
tribuer & quelques changements survenus dans les localités.

Pour exemple de la loi que je considére, je citerai encore la lon-
gueur de la vie moyenne dans 'espéce humaine. Sur un nombre consi-
dérable d’enfants nés en des lieux et & des époques assez rapprocheés, il
y en aura qui mourront en bas 4ge, d’autres qui vivront plus long-
temps, d’autres qui alteindront les limites de la longévité ; or, malgré
les vicissitudes de la vie des hommes, qui mettent de si grandes diffé-
rences entre les 4ges des mourants, si 'on divise la somme de ces iges
par leur nombre supposé trés grand, le quotient, ou ce qu'on appelle
la vie moyenne , sera une quantité indépendante de ce nombre. Sa
durée pourra ne pas étre la méme pour les deux sexes; elle pourra
différer dans les différents pays, et a différentes époques, parce qu’elle
dépend du climat, et sans doute aussi du bien-étre des peuples : elle
augmentera si une maladie vient & disparaitre, comme la petite-vérole
par le bienfait de la vaccine ; et, dans tous les cas, le calcul des proba-
bilités nous montrera si les variations reconnues dans cette durée, sont
assez grandes et résultent d’un assez grand nombre d’observations,

2
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pour qu'il soit nécessaire de les attribuer & quelques changements ar-
rivés dans les causes générales. Le rapport entre les nombres des nais-
sances annuelles masculines et féminines, dans un pays d’une grande
étendue, a également une valeur constante, qui ne semble pas dé-
pendre du climat, mais qui, par une singularité dont il ne serait peut-
étre pas difficile dassxgner une cause vraisemblable, parait étre
différente pour les enfants légitimes et pour les enfants nés hors . de
mariage.

- La constitution des corps formés de mole(.ules dlSJOlnles que sépa-
rent des espaces vides de matiére pondérable, offre aussi une application,
d’une nature particuliére, de la loi des grands nombres. Par un pomt
pris dans P'intériear d’un corps et suivant une direction delermmee , S
Yon tire une ligne droite, la distance de ce point a laquelle elle rencon-
trera une premiére molécule, quoique trés petile en tous sens, variera
néanmoins dans de trés grands rapporls avec sa direction : elle pourra
étre dix fois, vingt fois, cent fois..,. plus grande dans un sens que
dans un autrg. Autour de chaque point, la distribution des molécules
pourra étre trés irréguliere, et tres différente d’un point 4 un autre; elle
changera méme incessamment par Veffet des oscillations intestined des
molécules ; car un corps en repos n’est autre chose qu'un assemblage
de molécules qui exécutent des vibrations continuelles dont les ampli-
_tudes sont insensibles, mais comparables aux distances intermoléculai-
res. Or, si I'on divise chaque portion du volume, de grandeur insensi-
ble, par le nombre des molécules qu'elle contient, lequel nombre sera
extrémement graod i raison de leur excessive petitesse, et si 'on extrait
la racine cubique du quotient, il en résultera un intervalle moyen des
molécules, indépendant de l'irrégularité de leur distribution, qui sera
conslant dans touteI'étendue d'un corps homogéne et partout 4 la méme
température, abstraction faite de Vinégale compression de ses parties,
produite par son propre poids. C'est sur de semblables considérations
_qu'est fondé le calcul des forces moléculaires et du rayonnement calori-
fique dans Vintérieur des corps, tel que je I'ai présenté dans d’autres ou-
vrages.

Ces divers exemples de la loi des grands nombres: sont tous pris
dans Vordre des choses physiques; nous pourrions, s'il était néces-
saire, les multiplier encore davantage; et il ne sera pas non plus
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difficile d’en citer d’autres qui appartiennent aux choses de I'ordre mo-
ral. Parmi ceux-ci, nous: pouvons indiquer les produits constants
d’'impoéts indirects, sinon annuellement, du moins pendant une pé-
riode de peu d’années consécutives. Tel est, entre autres, le droit de
greffe, porle’ dans les recettes annuelles de l’Etat'pour une somme i
peu prés constante, et qui dépend néanmoins du nombre et de
l’lmporlance des proces, c’est-a-dire des intéréts Opposes et variables
des utoyens et de leur facilité plus ou moins grande & plaider. Tels
sont aussi les prodults de la loterie de France, avant qu’elle fiit heu-
reusement supprimee, et des jeux de Paris, dont la suppression n'est
pas moins désirable. Ces jeux présentent. des rapports constants de
deux natures distinctes : d’'une part, la somme des mises est & peu
prés la méme chaque année, ou pendant chaque période d’un petit
noinbre d’années; d’'un autre c6té, le gain du banquier est sensible-
ment proportionnel & cette somme. Or, cette proportionnalité est
un effet naturel du hasard qui améne les coups favorables au ban-
quier, dans une nroportlon constante et calculable & przorz d’aprés
les regles du j jeu; mais la conslance de la somme des mises est un
fait qui appartient a Pordre moral, puisque les sommes joudes dé-
pendent du nombre et de la volonté des joueurs. Il faut hien que ces
deux éléments, la proportionnalité du gain et lasomme des mises, soient
peu variables, sans quoi le fermier des Jeux ne pourrait pas évaluer
d’avance le prix annuel qu’il sengage 2 payer au Gouvernement,

d’aprés les bénéfices que 'on a pu faire dans un bail précédent. I.’ex~
position que je ferai tout a 'heure des données de 'expérience sur les-
~ quelles je me suis appuyé dans la question de la probabilité des juge-
ments, fournira encore des exemples péremptoires de la loi des grands
nombres, observée dans les choses de Pordre moral. On y verra
que sous I'empire d’'une méme leglslatlon » le rapport du nombre
des condamnations a celui des accusés, dans toute la France, a trés peu
varié d’une année a une autre; en sorte qu'’il a suffi de considérer en-
viron 7000 cas , c'est-h-dire le nombre de jugements prononcés chaque

année par les jurys, pour que ce rapport parvint sensiblement a la
permanence; tandis que dans d’autres questions, et par exemple dans.
celle de la vie moyenne que je viens de citer, un pareil nombre serait
bien loin d'étre suffisant pour conduire a4 un résultat constant. On y

2.
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verra aussi, d'une maniére frappante , Vinfluence des causes générales
sur le rapport dont il s'agit, qui a varié toutes les foxs quela Ieglslatlon
a changé.

On ne peut donc pas domer que la loi des. grands nombres ne con-
vienne aux choses morales qui.dépendent de la volonté de ’'homme,
de ses intéréts, de ses lumiéreset de ses passmns, comme A celles de
lordre. phyanue. Et, en effet, il nes’agit point ici de-la nature des
causes, mais bien de la variation de leurs.effets isolés et des nombres
de. cas. nécessaires pour que les irrégularités des faits observés se ba-
lancent dans les résultats moyevs, La grandeur de ces nombres ne
saurait étre assignée d’avance; elle sera différente dans les diverses
questions, et, comme on V'a dit plus haut, d’autant:plus.considérable;,
en. général, que ces irrégulirités auront plus:d’amplitude. Mais:a cet
égard,, on ne doit pas crotre que les effets-de la. volonté'spontanée, de
laveuglement des passions, du défant de lumiéres, varient: sur une
plus grande échelle que: la vie humaine, depuis lenfant qui meurt
en naissant jusqu’a-celui qui. deviendra centenaire; qu'ils soient plus
difficiles & prévoir que les circonstances qui feront périr:un vaisseau
dans un long voyage;. plus capricieux que le sort qui améne une carte
ou un dé, Ce ne sont pas. les idées que nous attachons &. ces effets et &
leurs causes, mais bien le calcul etPobservation: quipeuvent:seuls fixer
les. limites probables de- leurs variations, dans de trés grands nombres
d’épreuves. - - ,

De ces exemples: de -toutes natures, il résulte que la loi: unlverselle'
des grands nombres est deja pour nous-un fait; general et incontestable, ’
résultant. d'expériences qui. ne se démentent jamais. Cette loi étant.
d’ailleurs la base de toutesles applications.du.caleul:des, probahilités,
on concoit maintenant lenr indépendance de:la nature dés questions,.
et leur parfaite; similitude, soit: qu'il s'agisse de: choses physiques ou.
de choses morales, pourvu: que les: données: spéciales: que: le: caleul:
exige, danschaque probléme, nous: soient fournies par:Vobservation..
Mais, . vu son importance; il était nécessaire de -la.démontrer directe-
ment ; c'est.ce.que -j’ai taché de:faire; et je crois y étre enfin parvenu,.
comme on le verra dansla suite de cet ouvrage. Le théoréme deJac-
ques Bernouilli, cité: plus: haut, coincide avec cette loi.des grands.
nombres, dans le: cas: particulier-oi les chances des événements de~
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meurent, conggptes pendant la série des épreuves, ainsi que le sup-
pose . essenuellement la. demons(rauon de Pauteur, qu’il. médita,
comme on sait,: pendant vingt annédes. Il était donc insuffisant dans.
les. questions relatives: & la- répélition des choses. morales ou des
phénomenes phyanues » qui-ont, en général, des chances contmuel—
lement variables, le plus souvent sans- aucune regu]amte et pour.
y suppléer, il a fallu.envisager la questioi d'une maniére plus: generale
et plus compléte que V'état.del'analyse mathematxque ne: le permettait

a I'époque de Jacques Bernouilli. Lorsque T'on. considére cette. cons—
tance- des rapports. qui s'établit et se maintient entre les nombres.de
fois: qu'un événement arrive et les.nombres trés grands. desépreuves,,
malgré les. variations de: la. chance. de. cet événement pendant. leur
durée, on est tenté d’atiribuer cette régularité: si remarquable,a Yac-
tion.de quelquecause-occulte, sans: cesse agissante ; .mais: la théorie des
probabilités fait voir que Ja constance de ces rapports. est: Pétat na-
turel. des. choses; dans l'ordre physique et dans Vordre moral,. qui
~ s¢'maintient. de lui-méme sans le' secours d’aucune cause:étrangére,
et qui,.au contraire; ne pourrait étre’ empeche ou trouble que. par
I'intervention . d’une: semblable cause.

Le. gouvernement a publiéles Comptes generaax de ladmmzstratzon.
de la ]ustwe criminelle,, pour les: neuf années écoulées. depuws 1825
Jusqua 1833;.c’est dans ce: recuell authentxque *et: presenle avec un
_soin remarquable, que ]al pulse tous les documents dont jai fait
usage. Le.nombre. des proces ]uges annuellement: par les cours: d’as-
sisés du royaume a été.d’a peu pres 5000, et. celui des accysés d’envi-
ron 7000:. Depms 1825 jusqu’a 183%0. mcluswement la. leglslatxon
criminelle n’a. pas changé;, et, les condamnations. par. les jurys ont
été: lpronon_cees a la,majqn_lte d’au moins sept voix contre cmq, sauf
Vintervention- de la cour daus les cas de cette plus petite majorité.
En 1831, cette. intervention a été supprimée, et l'on a-exigé la ma-
jorité d'au moiuns huit voix contre quatre, ce-qui a dit rendre les
acqulttements plus frequents. Le: rapport de leur nombre- a’ celui
des accusés, pendant les six premleres années »$ ‘est trouvé égal 2 0,39,
en négligeant les millitmes : une seule année il s'est abaissé 4 0,38,
et une autre année, il s'est éleve i 0,40; d'oiril résulte que-dans-eette
période il n‘acvarié: d'une.année & une autre, que d’un. centi¢éme de
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part et d’autre de sa.valeur moyenne. On peut donc prendre 0,39
pour la valeur de ce rapport, et 0,61 pour le rapport du nombre des
condamnations & celui des accusés, sous Vempire de la. leglslatxon
antérieure & 1831. A cette méme epoque, le rapport du nombre des.
condamnations prononcées i la majonte minima de sept voix contre
cinq, aunombre total des accusés, a étéo,07, et il a aussi trés peu varié

d’'une année 4 une autre.. En‘retran,chant. cetter fraction de. 0,61 1

reste 0,54 pour | la proportion des condamnations qui ont eulieu &
plus de sept voix - contre cinq; le rapport du nombre des acqultte-
ments 4 celui des accusés aurait donc été 0,46 si Pon elit exigé,
pour la_condamnation, une majonte d’au moins huit voix . contre
quatre; or, cest effectivement ce qui. est arrivé pendant Pannée 1831,
de sorte que la différence entre ce rapport conclu des années précé--

dentes et celui qui a é€té observé dans celle-ct, est 2 peine d’un -

demi-milliéme. . )

En 1832, en conservant la méme majorité minima qu'en 1831,
la loi a prescrit la question des circonstances atténuantes, entrai-.
nant, dans le cas de laffirmative, une diminution de penahte'
Peffet de cette mesure a di étre de rendre plus faciles les con-:
damnatlons _par les jurys; mais dans quelle proportlon? Clest ‘ce

que. lexpenence seule, pouvait nous apprendre , et.qu’on ne pouvant;

pas calculer d’avance’, comme Paugmentation ‘du nombre des acqutit-
tements, qui avait eu lieu par un changement daus la. plus petite
majorité. L'expérience a fait voir qu'en 1832, la. proportlon des.
acqmttements sest abaissée a4 0,41; elle est restée la.méme, 2 un
millitme prés, dans P'année 1833, pour laquelle la leglslatlon n’a
- pas changé : le rapport du nombre des condamnations & celui des

-

; _ . . 61

accuses , avant, pendaut et apres 1831,a donc été successwement Too?
S %9 Peffet @

, de maniére qu’aprés avoir dlmmue de 0,7, par Veffet ‘d’'une
Too” 100’ s 7>
voix de plus exlgee dansJa majorité, il a augmenté seulement de. 0,5,
par linfluence de la question des circonstances atténuantes sur I'esprit
des jurés (*). ' :

+(*) Dans le compte de adiministration de la justice criminelle pour année 1834,
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‘Pendant ces deux années-1832 ét 1833; le nombre des proces po-
litiques , soumis aux cours d’assises, a été considérable; on'l'a retran-
ché du nombre total des proces crlmmels , dans’I'évaluaiion qui a
donné 0,41 pour la proportion des acqulttements jeny ayant égard,
on trouve-que cette proportion s'éleverait & 0,43 ; ce  qui montre deja
Finfluence du’ genre des affaires sui' le nombre des acquittements pro-
noncés par.les _]urys. Cette infliuence est-rendue tout-a-fait évidente
dans les Comptes générauax : les proces criminels y ‘sont classés en
deux divisions principales; ceux -qui ont pour objet -des vols ou
autres attentats contre les propriélés; ceux qui se rapportent aux
atténtats contre les personnes, et dont le nombre est environ le
tiers de celui des -premiers, ou lé quart du nombre total des af-
faires. Depuls 1825 jusqu’a 1850, le rapport du nombre des ac-
quittements a celui des accusés n’a été que 0,34 dans la premiére
division, et dans la seconde, il s'est clevé & 0,52, clest-a~dire que

que le gouvernement vient de publier, on trouve que pendant cette année, ou la
1égislation a été la méme que pour les deux années précc‘dente>, le rapport du
nombre des condamnés & celui des accusés, s’est ¢levé 4 0,60; de sorte qu'il a
seulement excédé d’un centitme celui qui avait eu lien en 1832 et 1833, Le gou-—
vernement de la Belgique, & Dinstar de celui -de notre pays, a aussi publié le
Compte général de Uadministration de la justice criminelle dans ce royaume. Le*
jury ayant été rétabli vers le milieu de 1831, et la majorité nécessaire pour la
condamnation étant d’au moins sept voix contre cing, le rapport du nombre des
acquittements 3 celui des accusés a été 0,41, 0,40, 0,39, pour les années 1832,
1833, 1834, et, ce qui est remarquable, sa valeur moyenne o,4o, n’a différé que
d’un centiéme de ce qu'elle était en France 2 la méme majorité. Avant le rétablisse-,
ment du jury, les tribunaux criminels de la Belgique se composaient de cing juges;
et les condamnalions pouvaient étré prononcées a la simple majorité de trois voix
contre deux : le rapport du nombre des acquittcments A celui des accusés , variait
aussi trés peu d’une année & une autre ; mais il s’élevait seulement a environ o, 17,
ou 4 moins de moiti¢ de celui qui a lieu pour les jugements des jurys. Cette dxﬂ"e-
rence de plus du simple au double, entre les proportions des acquittements, ne
tient pas seulementaux nombres cinq et douze, des juges et des jurés, ni aux ma-
jorités minima, trois contre deux et sept contre cing ; elle suppose aussi, comme on
le verra dans cet ouvrage, que les juges exigeaient, pourles condamnations, une
probabilité notablement moindre.-que les jurés, quelle que soit, d’ailleurs, la
chauce d’erreur pour les uns et pour les autres.
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le nombre des acquittements a méme surpassé de 0,04, celui des
coridamnations. Les valeurs annuelles de chacun de ces deux rapports
ont vari€ seulement de 0,02, tout au plus, de part-et d’autre de ces
fractions 0,34 et 0,52. I faut aussi remarquer que le nombre des
condamnations prononcées & la majorité minima de sept voix contre
cmq, n’a été que 0,05 du nombre des accusés de crimes contre les pro-
priétés, et qu'il s'est élevé & o,11, dans le cas des accusés -de crimes
-contre les personnes; en sorte que non-seulement les condamna-
tions ont €té proportlonnellement plus nombreuses dans le premler
cas que dans le second, mais elles ontaussi eu lieu, en général, i de
plus fortes majorités. Ces différences peuvent tenir en partie i une
moindre sévérité. des jurés, quand il s'agit des attentats contre les
personnes, que dans le cas des attentats contre les propriéiés,
qu’ils jugent sans doute plus dangereux pour la société, parce que ces
crimes sont les plus fréquents. Mais une maniére différente de ju-
ger dans les deux cas, ne suffirait pas pour produire la grande
inégalité dans la proportion des acquittements que P'expérience a
fait connaltre; et le calcul montre qu'elle provient aussi d’une plus
grande présomption de la culpabilité, résultant de l'information
antérieure au jugement, a I'égard des accusés de vols que relati-
vement aux autres accuseés. '

Les Comptes généraux mettent aussi en évidence d’autres rapports
que les grands nombres ont rendus i peu prés invariables, mais dont je
n'ai point eu i faire usage. Ainsi, par exemple, depuis 1826, époque
oul'on a commencé & indiquer le sexe des prévenus, jusqu'a 1833,
le rapport du nombre des femmes mises en Jugement au nombre total
des accusés, a été annuellement 0,18 4 peu prés : une seule fois il
s'est élevé 4 présdeo,20, et une seule fois il est descenduio,16. I est
constamment plus grand dans les affaires de vols que dans le cas des
attentats contre les personnes; la proportion des acquittements est
aussi plus considérable pour les femmes que pour les hommes , et
s’élevait pour elles & prés de 0,43, lorsque sa valeur n’était que 0,39
pour les accusés des deux sexes.

Mais la constance de ces diverses proportions, qui s'observe chaque
année dans la France entiére, n’a plus lieu lorsque I'on considére les
cours d’assises isolément. La proportion des acquittements varie nota-
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blement d’une année  une autre, pour un méme département et sous
une méme législation ; ce ‘qui montre que dans. le ressort d’'unc cour
d’assises, le nombre annuel: des procés: cnmmels n’est point assez
grand pour que les 1rregular1tes des. votes des jurés se balancent; et
que | le rapport du nombre des acqmtlements a celui des .accusés par-
vienne 4 la permanence. Ce rapport varie encore plus d’un departe—
ment a un autre, et le nombre.des proces. dahs chaque ressort de cour
dassises n'est pasnon plus ‘assez considérable pour qu'on puisse dé-
cider, avec une. probablhfe suffisante, quelles sont les parties de la
France ou les j jurys ont plus ou moins de tendance a la-sévérité. Il n'y
a guére que le département de la' Seine ou les procés criminels sont
assez nombreux pour que le,rapport qui s’observe-entre les nombres
des’ acqulttements et des accusés ne soit pas’; “trés, variable, et puisse
étre comparé i celm qui a lieu dans la France entiére. Le nombre des
individus traduits chaque année devant la cour d'assises de Paris est
d’environ 800, ou a peu prés le neuviéme du nombre correspondant
pour tout ie l'oyaume. ‘Depuis 1825 jusqu’a 1830, la proporllon des
acqulttements a varié entre 0,33 et 0,40, et sa valeur moyenne n’a été
que 0,35, tandisiqu’e elle s'élevait 2 0,39, ou'z 0,04 de plus, pour la
France entiére. Quant au rapport du nombre des condamnations pro-
noncées - a la ma_lonte minima - de sept voix contre cing, aa nombre
des accusés, il a aussi été un peu moindre pour Paris, et sest seule-
ment élevé 2 0,065, “au lieu de’ 0,07 qu’il était pour toute la France,
sans, distinction de lespece de crimes.

Télles sont les données que l'expérience a fournies j Jusqu Y present
sur les jugements des cours d’assises. Maintenant, Pobjet précis de la
théorie est de calculer, pour des jurys composes ‘d’'un nombre déter-
miné de personnes, jugeant 4 urie majorité aussi déterminée, et pour
un trés grand nombre d’affaires , la proportion des acquittements et
des condamnations qul aura lieu trés probablement et la chance d’er-
reur d’un Juoement pris au hasard parmi ceux qui ont été ou qui se-
rontrendus par ces jurys. Déterminer la chance d’erreur d'un jugement
de condamnation ou d’ acqulttemcnt prononce dans un procés connu et
isolé, serait impossible selon moi, 2'moins de fonder le calcul sur des
suppositions tout-a-fait precalres qui conduiraient 4 des résultats trés
dxfferents, et, a peu prés, 4 ceux que l'on voudrait, suivant ces hy-

3
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pothéses que l'on aurait adoptees. Mais pour la garantie de la société,
et celle que I'on doit aux accusés, ‘ce.n’est pas cetle chance relative &
un jugement parnculler quil 1mporle le plus de connaitre; c’est celle
qui‘se rapporte a.Fensemble des proces soumiis.aux cours d’assises dans
une ou plusieurs années, et qui se_conclut de Yobservation et du cal-
cul. La probabilité de l'erreur d’'un jugement: quelconque de condam-
nation , multlphee par la chance quil- aura lieu, est la mesure yéri=
table du danger anquel 1a société expose lés accusés non coupables; le
produit de la chance’ derrem' d’un acquittement, et de la probabilité
quil sera prononcé, mesure de méme le danger que court la société
elle-méme, et qu’elle doit egalement connaitre , puisque c’estla gran-
deur de ce danger qui peut seule_justifier I'éventualité, d’une injuste
condamnation. Dans, cette importante question. ¢ d’humanité et d'ordre
publlc, rien: ne pourralt remplacer les’ formu]es analthues qui ex-
priment ces diverses probahnhtes. Sans.leur secours, s'il s'agissait de
changer le nombre des jurés, ou de comparer. denx pays ot,il fat diffé-
rent, comment saurait-on qu'un jury compose ‘de douze personnes, et
jugeant ala maJorlte "de huit voix au moins-contre quatre,, offre plus
ou moins de garantie aux accusés et'ala soc1ete qu un autre jury com-
posé de neuf personnes, par ‘exemple , pris sur la méme liste qu’au-
paravant, et jugeant a telle.ou telle maJonte? Comment déciderait-on
st la combinaison qul existait en France avant 1831, d'une majorite
d’au moins sept_voix contre cing, avec Lintervention des juges dans
le cas du minimum , est plus avantageuse ou-moins favorable que
celle qui a lieu auJourd bui, de la'méme ma]onte avec Pinfluence de
la questton des circonstances atténuantes? ce qu'au reste on ne peut
pas savoir, quant & présent, faute des données de Pobservaiion rela-
tives a I'époque actuelle. :
Les formules-dont on vient de définir 'objet, et que I'on. trouvera
dans cet ouvrage, ont été déduites, sans aucune hypothése, des lois
genemles et connues du calcul des probab;lltes. Elles renferment deux
quantités spéciales qui dépendent de I'état moral du pays, du mode de
procédure criminelle en usage, ct de I'habileté de§ maglstrats chargés
de la ‘diriger. L'urie exprime la probabilité qu’un juré pris au hasard
sur la liste du ressort d’'une caur d’assises, ne se trompera pas dans son
vote; Pautre est la probabilité, avant Youverture des débats, que I'ac-
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cusé soit coupable. Ce sont les:deux éléments essentiels de la question
des jugements criminels; leurs valeurs numériques doivent étre con-
clues des données de lexpenence “de'méme que les constantes con-
tenues dans les formules de Pastronomie , sont. déduites de Vobserva-
tion; et la solution entiére. du’ probléme que Pon s'ést proposé dans
ces. recherches exigeait-le concours de la théorie et de Vexpérience.
Les données-de 'observation dont yaifait usage, au nombre de deux,
comme celui-des éléments a determmer sont le nombre de condam—
nés ala majorité d’air, méins sept voix conlre cmq , et dans ce nom-
bre celui des condamnés a cette ma,onte minima , divisés I'un et
Vautre par le nombre total des accusés. Ces rapports étant trés dif-
férents pour les crimes contre les personnes et pour les attentats contre
les propriétés, : Jal considéré ces deux cas separemem 1ls ne sont pas
non plus les mémes dans tous.les departemcnts mais la nécessité de
les déduire-de tress grands nombres; m’a forcé'de réunir, pour chacun
des deux genres de crimes,.Jes ]ugements "de toutes les cours d'assises
du royatume; les valeurs’ que j'en ai eusuite conclues pour les deux
élémenis dont il s'agit, ne"sont donc qu’approchées; et supposent que
~ ces éléments ne vament pas beaucoup d’un departement a un autre.
Mais 1a 16i nouvelle en rétablissant la majorité d’au moins sept Voix
contre cing, suffisante pour la condamnallon, a prescrit aux jurys de
faire: connaitre si elle a été prononcee a cétte plus petite majorité; on
connaltra doii¢ “par la. sulte dans chaque departement »des nombres
de coudamnauons, soit. A la majonte minima, soit & une majorité
quelconqueé, assez’ considérables pour servir. a. la détermination de
nos deurelements et 'on saura de cetle mamere, sila chance d’erreur
des jurés varie notablement avec le,sJocalxtes De_]a, pour le dépar-
" tement de la Séine isolément, le calcul montre que cette chance est un
peu imoindre que:pour-le. resle dela France. - *

‘Voici actuelleiment les principaux résultats - numerlques que Ton
trouvera ‘dans cet- ouvrage et dont il m'a paru utile de présenter ici
un résuré.” B

Avant 1831, et pourla Franee enuere la probablhte qu un juré ne

FES

se tromperait pas dans son vote était un* ‘peu supeneurea dans le

cas des crimes contre les personnes eta trés peu prés egale a —7 dans
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le cas des crimes contre les propriétés.. Sans distinction de espéce de
crimes, cette chance élait trés peu inférieure a %, toujours poui' tout le
royaume, et un peu supérieure i cette fraction pour le ‘département
de la Seine en particulier. En méme temps, l'autre élément des ju-
gements criminels, cest—a-dn'e la probablllle avant le Jugement de

la culpabilité de I'accusé, ne suvpassait pas beaucoup -; et se trouvait

comprise entre 0,53 et 0,54, pour la France, entiére et dans le cas des
crimes contre les personnes : elle surpassaltun peu dans le cas des cri-

mes contre les propriétés; sans distinction de lespece de crimes, elle
était & peu pres- egale 4 0,64, et s'élevait & environ 0,68 dans le res-
sort de la cour d’assises de Paris. En retranchant de l'unité ces diverses
fractions, on aura les probabxhtes qui leur correspondent de Ier-

reur d'un juré et de I'erreur de P'accusation. On peut- remarquer que la
probabilité antérieure au jugement, de Ia culpabilité de 'accusé, surpasse
tou Jours le rapport du nombre des condamnations 4 celui des accusés ;
ainsi, par exemple » dans le cas o1 cette probablhte etalt la plus petite ct

excédait - > - de trois ou: quatxje centitiies seulement ,ce 1'appor.t,:comme

» ra 1. § I : b L3 v
on I'a dit plus haut, étaitau-dessous.de; d'environ deux centiemes. Ce

résultat est général; el les formules. de probablhtes font voir qu'il a

toujours lieu, quelles .que soient I'habileté des magistrats, la chance
de Verreur'd’un’ juré, la majorité exigée pour la ‘condamnation. 1l

faut aussi observer que cette probabﬂlte antérieure au Jugement de la

culpabilité des accusés, exprime seulement la probabilité qu'’ils sont
condamnables par les jurys, d’aprés Jeur maniére de juger, cest-a-dire

d'aprés le degré inconnu de probabilité- qu'ils exxgent pour la ¢one

damnation, et qu’élle est sans doute inférieurc a la ‘probabilité qu'un

accusé soit réellement coupable résultant de Vinforination, prélimi-

naire. Personne, en effet, n’hésiterait a-parier béaucoup plus d'un

contre un, par exemple qu'un individu est cotipable, quand il est

tradait & la cour d’assises pour un crime contre les personnes, quoi-

que la probablhte antérieuré au jugement; que Yon a trouvée pour ce

genre de crimes, surpasse fort peu la Afract)on 1.



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 21

En 1831,]amajorité suffisante pour la condamnation aseule été chan-
gée, et les deux éléments que nous considérons ont dii rester les mémes.
Dans lés années ‘suivantes, la question des circonstances atténuantes a
sans doute influé sur les valeurs de ces éléments ; mais connaissant seu-
lement, pour 1852 et 18335, le rapport du nombre total des condam-
nations & celui des accusés, cette donnée ne suffit pas a la détermi-
nation de nos deux éléments, et nous ignovons si, & cette époque,
la chance ¢ qu un jure ne se trOmpalt pas, était devenue plus grande ou
moindre quauparavant : nous ne pourrlons le savoir qu’en faisant
sur Pautre élément une hypothese qui rlsqueralt de s’écarter beau-
coup de la vérité. Nous Jgnorons également: si "cette chance de ne
pas se tromper ne changera pas encore sous la législation actuelle,
a raison du vote’ secret (*) imposé aux jurés. Quand elle aura pu
étre ‘déterminée, ainsi "que la chance de la culpabllne résultant de
Vinformation antériéure au jugement, au- moyen d’un nombre suf-
fisant d’chservations futures, on connaitra aussr, en répétant ces
calculs & des’ ‘époques plus.ou moins. éloignées, si ‘ces deux éléments
varient en France progresswement dans un sens ou dans ur autre;
ce qm fourmra un 1mportant document sur Pétat moral de notre

pays. - v ‘ -
Malgre une plus gramle experlence ‘des proccs “criminels que les

.

* Les jurés ne pouvant plus fevenir sar leurs decmons, des qu elles auront été” -
prises au sératin secret, il y a'un cas smguher qui pourra se plesenter quelque-
fois, ¢ et qu il est bon de sighaler. Deux individus que j'appellerai Pierre et Paul,
sont-accusés d’un’ vol Ala questlon si Pierre est coupable de ce vol, quatre jureés
lepondent out, trois autres ouz, les cing autres non : l’accuse est declaré coupable
ala maJonté de sept‘vmx contie cing ;& ‘la quesuon si Paul est coupable du
méme vol, les quatre premiers jurés repondem. out, les trois autres qui avaient dit
oui contre Pierré diseut rion contre Paul, les cmq dermers repondent ou! ; Pierre
est donc déclaré: coupable ala ma]ontc de neuf voix contre trois."On pose ensuite
la questlon si le vol a été commis par pluszeurs, qui entraine, dans le cas de
Iaffirmative, une plus forte penahte. Conséquemment i leurs votes précédents, les
guatre premlels ]ures répondent oui » et les' huit antres qul ont jugé, ou Pierre on
Paul innocent, répondent non. La décision du jury, sans qu’ il y ait aucune contra-
diction dans les votes des jurés; est donc que les deux accuses sont coupables du
vol, et en méme temps que ce vol n’a pas été cominis par plusteurs.
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juges ont sans doute, leur chance de ne pas sé tromper dans leur vote
parait cependant peu différente de celle des j Jures. En cffet, le cas ou
Ia majonte du Jury pour la condamnahon, ne s'est formé qu'a sept
voix contre cmq s'est présenté 1911 fois dans la France entiére, de-
puis 1826 jusqu’a 1830; les cours d’assises, composees alors de cingq
juges, et appelées, daus ce cas, 4 intervenir, se sont réunies 514 foisa la
minorité du jury; or, le calcul montre qu'elles auraient dit s’y Jomdre
environ 282 fois, en supposant la probablhte de ne pas se tromper égale
pour les juges et pour les jurés; et quoique ces deux nombres 314 et 282
ne soient pas assez considérablés pour. qu'on puisse décider, avec une
trés grande probabilité, & quel point cette hypothese s'écarte de la
vérité, leur peu de différence est une raison de penser qu’il doit aussi
en exister trés pew entre les chances derrcur des juges et des jurés;
en sorte que pour les jurés, cette chance ne provierit-pas, .comme on
pourrait le croire, de leur défaut d’habitude., -

Toutes choses d'ailleurs égales, il est évident que la proportlon des
condamnations dlmmueralt a mesure que T'on ex1gera1t du jury une ‘
plus grande majonte. §'il fallait, comme en Angleterre, Punanimité
des douze jurds, soit pour condamner, soit pour absoudre, et que
I'on prit pour les valeurs des deux éléments de la, justice criminelle,
celles qul se rapportent a la France entiére, sans distinction de 'espéce
des crimes, la probabilité d'une condamnatlon différerait peu d’un
cinquantiéme, ct celle d'un gequittement ‘serait & peu “prés moitié
moindre; ¢e qui rendrmt les décisions tres difficiles , "4 mioins qu’il
n y elit le p]us souvent une sorte darrangement entre les’ jurés, et
qu ‘une partie d’entre eux ne fit le sacrifice de son: opmlon. Ontvoit
méme que sans cela, les acquittements unanimes seraient plus difficiles
et plus rares que les condamnatlons dans‘le rapport de deux a un. Ce
ne serait que. dans.un nombre de 22 affaires prisés au hasard, que
I'on pourrait parier’un.contre un, qu il y aurait un’ Jugement de
condamnation -ou d’acquittement, prononcé 4 Punaniniité ).

Apres le Jugement la probabxllte que Paccusé” solt coupable est

K

(*) D’apres des documents publles en’ Angleten‘e, et qui paraxssent dlgnes de
foi, le nombre des individus traduits annuellement devant les jurys s’est continuel-
lcmenl aceru dans ces derniers® temps, et le rapport di nombre des condamnations a
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beaucoup plus grande ou heaucoup moindre qu’auparavant, selon
que l'accusé a été condamné ou acquitté; les formules de cet ouvrage
en donnent la valeur, dés que les deux éléments qu'elles renferment
ont €16 déterminés par 'observation,- et d’aprés la: majorité 2 laquelle
le jugement a été prononcé. Si la majorité nécessaire pour la con-~

.

celui des accuses, a amsnaugmente’ ’cl’une maniére progressnve (1). Voici des résultats
extraits de ces documen(s, et que Pon pourra comparer 4 ce qui a lien dans notre
pays. Les iombres suivants sé rappox tent séulement 4 V'Angleterre et au pays de
Galles. Ils 1epoudenta trois peuodes de chacune sept annees, finissant en 1818,

1825, 1832. o L

= - P ..
>

- - EEN SN

] CONDAMNES
. . RAPPORT SE & un
: . » |coxpaMNES|, . o i
NOMDRE ' | . NOMDRE du sccond a‘z:;';irs EXECUTES. [emprisonnement
. .o de deunx ans

v des‘accusés.|des condn!_nncs». nombre an 1°%.|

ou au-dessous.

ire période,| 64538 frosg | 0,63... | 5802 | 635 2168 |
a¢ - 93le . 63418 0,677. .4 =750 559 42713
3 . 12-910 go240 - 0,705, 4 9720 44 | 58559

Péndant la période desept années qui a fini en 1817, le nombre des accusés ne
s’était pas élevé tout-a-faita 05000, et la proportion’ des condamnations avait 6té
un peu au_—dessous de o ,60. Dans la scule année 1832, 1a derniére de ces périodes,
le nombre ‘des accusés est parvenn a 2082g, dont 14947, ou & peu prés les trois
quarts, ont éte condamnés. J'ignoressi cc nombre a augmenté ou diminué dans les
années suivantes, La proportion des peines les plus faibles est peu différente en An-
gleterre et _en France. On voit par le tableau ci~dessus qu’en Angleterre, le
nombre des peines d’emprisonnement est & peu prés les deux tiers du nombre
total des condamnations; pendant les années 1832 et 1833, le premier nombre a
surpassé en France la moitié¢ du second, Ce tableau montre, en outre, que dans lader-
niére période septenaire, ot il a €té le plus petit, le nombre des sentences de mort
exceutées, s’est clevé, terme moyen, & 60 chaque année; maintenant, il est moitié
moindre en France, et ne dépasse pas 3o annuellement.

{*) Tables of the *«e, population, ctc., of the united kingdom; compiled from official returns;
i G. R, Porter. Purt 11,
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damnation est celle d'au moins huit voix contre quatre, la probabilité
qu’un condamné est coupable surpasse un peun la (raction 0,98, dans
le cas des crimes contre les personues, et la fraction 10,998, dans le
cas des crimes contre les propriétés; ce qui réduit 4 un peu moins de
deux centiémes et de deux millitmes, les chances d’erreur d’une con-
damnation prononcee dans Fun. et lautre’ cas. En ayant égard a la
probabilité de n’étre pomt acqultte, il sensult que la chance d’'une
condamnation erronée ést a peu pres un- cent cmquautxer_%e pour un
accusé de crime contre les personues et sealement quatre mllhemes
pour un accusé de crime conire les propriétés. On trouve, en méme
temps, a trés _pen prés. 0,72 et 0,82 pour les probabilités de Tinno-
cence d'un accusé dans ¢es deux cas, lorsqu'il a.été acquitté; et en
tenant compte de la probablhte de n’étre pas condamne, on lrouve
aussi, pour la chance qu un accusé coupable sera acquitté, a :peu
pres 0,18 dans le premier cas, et 0,07 dans le second ; en sorte que
sur un trés grand, nombre d’individus acqulttes il y en a plus d’un
sixieme, d'une part, et environ un quatorzxeme de l'autre part qui
auraient di étre condamnes. »

Daus les sept années écoulées depuis 1825 jusqu’a 1831, le nombre
des condamnés a cette majorité d’au moins huit voix contre quatre
dans la France entiére, a été de prés de 6ooo pour des crimes contre
les personnes, et denvxron 22,000 pour des crimes contre les pro-
priétés; d’aprés les chances d’une condamnation erronée, que l'on
vient de citer, il y a donc lieu de croire qu'environ 4o et 88 de ces
individus n'étaient pas coupables; ce qui ferait 18 annuellement. En
méme temps, le nombre des individus acquittés et coupables.a di
étre vingt fois aussi grand, ou égal & environ 360 chaque année, sur
le nombre total des accusés qui n’ont pas été condamnés. Mais on ne
doit pas perdre de vue le sens que nous attachons & ce mot coupable,
qui a été expliqué plus haut, et duquel il résulte que le nombre 18
n’est qu'une limite supérieure de celui des condaninés réellement in-
nocents, tandis que 360 est, au contraire, une limite inférieure du
nombre desindividus acquittés quoiqu’ils ne fussent point innocents. Ces
résultats du calcul, loin de nuire au respect que I'on doit 4 la chose jugée,
et de diminuer la confiance dans les décisions des Q's., sont pro-
pres, au contraive, & cmpécher toute espece d'exagération de Perreur
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a craindre dans les condamnations. A la vérité, ils ne sont pas de
nature 4 pouvoir se vérifier par l'expérience; mais ces résultats
ont cela de commun avec beaucoup d’autres applications des ma-
thématiques, qui ne sont pas non .plus susceptibles de vérification,
et dont la certitude repose uniquement, comme ici, sur la rigueur
des démonstrations, et sur Vexactitude des données de l’obser—
vation, - '

Dans les années qui ont précédé 1831, et pour la France entiere, la
probabilité de I'erreur d’'une condamnation prononcée i la majorité
minima de sept voix contre cing était’'a trés peu prés 0,16 ou 0,04,
selon quil s'agissait.d’'un crime contre les personnes ou d’'un crime
contre les propriétés ; sans distinction de ’espéce de crime, elle avait
pour valeur o0,06. D’aprés la .formule de Laplace, cette chance
d’erveur serait la méme ‘dans tous les cas, et a peu prés quintuple
de 0,06. Mais il faut, en outre, observer que Vintervention de la cour
étant alors nécessaire, dans le cas de la plus petite majorité, cette
chance d’erreur 0,06 se trouvait réduite & un peu moins d'un cen-
titme, si les juges confirmaient la décision des jurés; en sorte que
sur 1597 condamnations qui ont eu lieu de cette maniere, dans les
cinq années écoulées depuis 1826 jusqu’a 1830, on peut croire qu’en-
viron 15 ou 16 étaient erronées, en ce sens que les accusés n’étaient
. pas condamnables, mais non pas qu'ils fussent innocents.

" Le caractére distinctif de cette nouvelle théorie de la probabhilité
des jugements criminels étant donc de déterminer d’abord, d’apres
les données de P'observation dans un trés grand nombre d'affaires de
méme nature, la chance d’erreur du vote des juges, et celle de la
culpabilité des accusés avant I'ouverture des débats, elle doit con-
venir 4 toutes les espéces nombreuses de jugements : & ceux de la
police correctionnelle, de la justice militaire, de la justice en matiere
civile, pourvu que Yon ait, dans chaque espéce , les données suffi-
santes pour Ja détermination de ces denx éléments. Elle doit aussi
sappliquer aux jugements qui ont été rendus en trés grand nombre
par des tribunaux extraordinaires, pendant les temps malheureux de
]Ja révolution ; mais, a cet égard, il est nécessaire d’entrer dans quel-
ques explications, afin qu’il ne reste aucun doute sur la généralité et
Yexactitude de 1a théorie. La difficulté que ce cas d’exception présente

4
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n’a point échappé 4 des personnes qui voulaient bien écouter avec in-
térét les résultats de mon travail. ,

Un accusé peut étre condamné, ou parce qu'il est coupible, et que
les juges ne se trompent pas; ou parce qu'il est innocent, et que les
juges se trompent Le rapport du nombre des condamnations a celut
des accusés ne varie pas lorsque la probabilité, avant le jugement, que
Taccusé soit coupable, et celle que chaque juge ne se trompe pas dans
son vote, se changent I'une et 'auire dans leurs compléments a unité.
1l demeure le méme, par exemple, quand ces deux probablhtes sont %
et ¢, et quand elles ne sont que § et 4. 11 a aussi une méme valeur,
lorsqu’elles différent toutes deux trés peu de la certitude, ou de l'u-
nité, et lorsqu’elles sont toutes deux presque nulles; et dans ces cas
extrémes, le nombre des condamnations s’écarte trés peu du nombre
des accusations. Par celte raison, les équations qu’il faut résoudre pour
déterminer ces probabilités sont toujours susceptibles de deux racines
réelles et inverses I'une de Vautre. Toutefois, chacune de ces deux so-
lutions a un caractére qui la distingue : en adoplant l'une, la probahi-
lité qu’'un condammné est coupable, sera plus grande que celle de son
innocence ; le contraire aura lieu en adoptantl autre, Dans les cas ordi-
naires, cest donc la premiére solution qu'on doit choisir; car il ne se-
rait pas raisonnable de supposer que les tribunaux fussent generalement
injustes, ou qu’ils jugeassent le plus souvent au rebours du hon sens.
Mais il n’en est plus de méme quand les jugements sont prononceés sous
Uinfluence des passions; ce n'est plus la racine raisonnable des équa-
tions, cest l'autre solution qu'il {aut employer, et qui donne aux con-

_damnations une si grande probabilité d’'injustice. La grande propor-

‘tion des jugements de condamnation, prononcés par les tribunaux
révolutionnaires, n'est donc pas une preuve suflisante de la culpabilité
légale des accusés; et nous ne pouvons nullement conclure de cette
proportion, celle des condamnés qui étaient coupables ou non coupables,
selon les lois de cette époque, que ces tribunaux étaieut chargés d’ap-
pliquer. Il faut toujours faire atlention que, dans cette théorie,
I'iniguité du juge et la passion de I'accusateur sont considérées comme
des chances d’erreurs, aussi bien qu’une trop grande pitié ou un excés
d'indulgence, et que le calcul est établi sur le résultat des votes, quels
¢jue soient les motifs qui les ont dictes.
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Dans les tribunaux de police correctionnelle, le rapport du nombre
des condamnés & celui des accusés a été compris entre 0,86 et 0,85,
d’aprés la moyenne de neuf:années consécutives:et pour la France en-
tiére; mais cette donnée ne suffit pas pour déterminer la probabilité,
avant le jugement, de la culpabilité de Vaccusé, et la probabilité
qu’'un juge-de ces tribunaux ne se trompera pas dans son vote. En sup-
posant les jugements prononcés par trois juges, ce qui parait avoir
lieu généralement, il faudrait aussi savoir suivant quelle proportiou
les condamnations ont -eu lieu .4 Y'unanimité, ou a la simple majorité
de deux voix contre une ; proportion qui ne nous est pas donnée par
I'observation, et a laquelle on ne pourrait suppléer que par quelque
hypothése gratuite. o

On manque aussi des deux données nécessaires pour déterminer,
dans le cas des tribunaux militaires, les valeurs spéciales ‘des deux élé-
ments contenus dans les formules de probabilités. Les conseils de
guerre se composent de sept juges ; les condamnations ne peavent étre
prononcées qu'a la majorité d’'an moins cing voix contre deux; on
évalue leur nombre total aux deux tiers de celui des accusés; mais on
ignore la proportion de celles qui ont lieu, soit_él P'unanimité, soit a
une simple majorité; e‘aute de cette donnée de I'observation, on ne
peut pas comparer, avec précision, la justice militaire & celle des
cours d’assises, sous le rapport de la chance d’erreur des jugements de
condamnalion et d’acquittement ; ce qu’il serait cependant trés inté-
ressant de pouvoir faire.

Lorsqu’il s'agit de jugements en matiére civile, les formules de
probabilités, au licu de deux quantités spéciales, n’en contiennent plus
qu’une, celle qui exprime la chance qu'un juge ne se trompera pas
dans son vote. Les jugements des tribunaux de premiére instance sont
rendus par trois juges, en général, selon le renseignement ‘qui m’a
€été donné; mais on ne connait pas le rapport du nombre de cas ot ils
prononcent a 'unanimité, au nombre de :cas ou ils ne décident qu’a la
simple majorité de deux voix contre une; -ce qui rend impossible de
déterminer directement la chance d’erreur de leurs votes. Pour les ju-
gements dont il est fait appel devant les cours royales, on peut cal~
culer cette chance, en comparant le nombre de ceux qui sont confir-
més au nombre de ceux qui ne le sont pas, et supposant que cette

4.
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chance d’erreur soit la méme pour les juges des deux tribunaux suc-
cessifs. Quoique celte hypothése s'écarte peut-étre beaucoup de la vé-
rité, je Vai admise cependant, afin de pouvoir donner un exemple du
calcul de Perreur i craindre dans les jugements civils. La vérité ou le
bon droit résulterait de la décision, nécessairement unanime, de juges
qui n’auraient aucune chance de se tromper ; dans chaque affaire ce bon
droit absolu cst une chose inconnue : néanmoins, on entend par des
votes et des jugements erronés, ceux qui lui sont contraires; et la
question consiste & déterminer leurs probabilités, et par conséquent, les
proportions suivant lesquelles ils auraient lien, a trés peu prés et tres
probablement, dans des nombres de cas suffisamment grands.

On trouve dans le Compte général de Uadministration de la justice
civile, publié par le gouvernement, le nombre des jugements de pre-
miére instance qui ont été confirmés par les cours royales, et celui des
jugements qu’elles ont cassés, pendant les trois derniers mois de 1831,
et les années 1832 et 1833, Le rapport du premier de ces deux nom-
bres a leur somme, est a trés peu pres égal a 0,68, pour la France en-
tiere; il n’a pas varié d’'une année a une autre d’'un 70° de sa valeur;
en sorte que malgré la diversité des affaires qui ont di se présenter,
et, sans doute aussi, l'inégale instruction magistrats de tout le
royaume, il a suffi cependant d’environ 8000 arréts prononcés annuel-
lement, pour que le rapport dont il s'agit atteignit presque une valeur
coustante; ce qui présente encore un exemple bien remarquable de la
loi universelle des grands nombres. Dans le ressort de la cour royale
de Paris, ce rapport a ¢té sensiblement plus grand et s'est élevé a envi-
ron 0,706. '

En employant la valeur relative a la France entiére, et prenant le
nombre sept pour celui des conseillers de chaque cour royale, qui
prononcent les arréts d’appel en matiére civile, on trouve un peu plus
de 0,68, pour la probabilité qu'un de ces conseillers, ou I'un des juges
de premiére instance, pris au hasard dans tout le royaume, ne se trom-
pera ou ne s'est pas trompé, en opinant dans une affaire, prise aussi au
hasard, parmi celles qui sont soumises annuellement aux deux degrés
de juridictions. Il est possible, d'ailleurs, que cette probabilité soit dif-
férente dans les affaires jugées en premiére instance et dont les parties
n'ont point appelé. D'aprés cette fraction 0,68, on trouve, en négli-



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 29

geant les millitmes, 0,76, pour la probabilité de la honté d'un juge-
ment de premiére instance ; 0,95, pour celle.de la bonté d’un arrét de
cour d’appel, quand il est conforme au jugement de premiére instance;
0,64, pour cette probabilité, lorsque Varrét est contraire au juge-
ment; enfin, 0,75, pour la probabilité qu'un arrét de cour royale, dont
on ignore s’il est conforme ou contraire au jugement de premiere ins-
tance, sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur les
mémes données que la premicre. Les probabilités qu'un tribunal de
premiére instance et unc premiére cour d’appel, jugeront tous les deux
bien, le tribunal mal et la cour bien, celles-ci mal et le tribunal bien,
tous les deux mal, auront respectivement pour valeur approchées, les
fractions 0,649 ; 0,203; 0,113; 0,035, dont lIa somme est I'unité.

Les questions relatives & la probabilité des jugements, dont on vient
d’'exposer les principes et de faire connaitre les résultats, se trouveront
dans le cinquiéme et dernier chapitre de cet ouvrage. Lées quatre pre-~
miers renferment les régles et les formules générales du calcul des pro-
babilités; ce qui dispensera de les aller chercher ailleurs, et a permis
de traiter quelques autres questious étrangeres a 'objet spécial de ces re-
cherches, mais que l’application du calcul des probabilités était propre
a éclairer. On y trouvera aussi la solution d’un probléme, qui montre
comment la majorité d’une assemblée élective peut changer aprés une
nouvelle élection, du tout au tout, ou dans un bien plus grand rapport
que celle des électeurs, distribués en colléges e]ectoraux, et qui élisent
i la simple majorité dans chaque collége.
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CHAPITRE PREMIER.

Reégles générales des probabilités.

(1). La probabilité d'un évépement est la raison que nous avons de
croire qu'il'aura ou qu'il a eu lieu.

Quoiqu’il s'agisse, dans un cas, dun fait accompli, -et dans l'au-
tre , d'une chose éventuelle; pour nous, la probabilité est cependant la
méme, lorsque tout est d’ailleurs égal dans ces deux cas, en eux-mémes
si différents. Une boule va-étre tirée:d’une urne-contenant des nombres
de boules blanches et de boules noires qui me sont connus, ou bien,
elle a été tirée de cette urne et 'on m’a caché sa counleur; jai évidem-
ment la méme raison de croire que cette boule est blanche dans le
premier cas, ou qu'elle sera blanche dans le second.

~ La probabilité dépendant des connaissances que nous avons sur un
événement, elle pent étre inégale pour un méme événement et pour
diverses personnes. Ainsi, dans V’exemple qu’on vient de citer, si une
personue sait seulement que I'urne renferme des houles.blanches et des
boules noires, et si une autre personne sait, en outre, que les blanches
y sont en plus grande proportion que les noires, cette seconde per-
sonne aura plus de raison que la premiére, de croire i l'arrivée . d’une
boule blanche, ou, autrement dit, I'arrivée d’'une boule blanche aura
une plus grande probabilité pour la seconde personne que pour la pre-
miére.

De la viennentles jugements quelquefois contraires que portent deux
personnes sur un méme événement, lorsqu’elles ont des connaissances
différentes en ce quile concerne. Si A et B désignent ces deux personnes,
et que A sache tout ce qui est connu de B, et quelque chose de plus, A
porteralejugementle plus éclairé, et c’est son opinion qu'il sera raisonna-
ble d’adopter, quand on devra choisir entre les jugements contraires de
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A et de B, quoique cette opinion puisse étre fondée sur ue probab'ilité
moindre que celle qui a motivé opinion de B, c'est-a-dire, quoique
A ait moins de raison de croire i sa propre opinion, que B a la sienne.

Dans le langage ordinaire, les mots chance et probabilité sont 4 peu
prés synonymes. Le plus souvent nous emploierons indifféremment
'un et I'autre ; mais lorsqu’il sera nécessaire de mettre une différence
entre leurs acceptions, on rapportera, dans cet ouvrage, le mot chance
aux événements en eux-mémes et indépendamment de la connaissance
que 1nous en avons, ct 'on conservera au mot prohabilité sa définition
précédente. Ainsi, un événement aura, par sa nature, une chance
plus ou moins grande, connue ou inconnue; et sa probabilité sera re-
lative & nos connaissances, en ce qui le concerne.

- Par exemple, au jeu de croix et pile, la chance de Parrivée de croix

et celle de l'arrivée de pile, résultent de la constitution de la piéce
que Yon projette; on peut regarder comme physiquement impossible
que I'une de ces chances soit égale & 'autre; cependant, si la constitu-
tion du projectile nous est inconnue, et si nous ne Vavons pas déja
soumis a des épreuves, la probabilité de I'arrivée de croix est, pour
nous, absolument la méme que celle de Parrivée de pile : nous n’a-
vons, en effet, aucune raison de croire plutét a 'un qu'a P'autre de ces
deux événements. Il n’en est plus de méme, quand la piéce a été pro-
jetée plusieurs fois : la chance propre a chaque face ne change pas
pendant les épreuves ; mais, pour quelqu'un qui en connait le résultat,
la probabilité de TYarrivée future de croix ou de pile, varie avec les
nombres de fois que ces deux faces se sont déja présentées.

(2). La mesure de la probabilité d’'un événement, est le rapport du
pombre de cas favorables a cet événement, au nombre total de cas favo-
rables ou contraires, et tous également possibles, ou qui ont tous une
méme chance.

Cette proposition signific que quand ce rapport est égal pour deux
événements, nous avons la méme raison de croire a l'arrivée de I'un
et i celle de Pautre, et que quand il est différent, nous avons plus de
raison de croire & Yarrivée de I'événement pour lequel il est le plus
grand. ‘

Supposons, par exemple, qu'une urne A renferme quatre boules
blanches et six boules noires, et qu'une autre urne B contienne dix
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boules blanches et quinze boules noires; les nombres de cas favorables
a Parrivée d’une boule blanche et celui de tous les cas possibles, seront
quatre et dix pour la premiére urne, dix et vingt-cinq pour la se-
conde; et le rapport du premier nombre au second étant ;, c'est-a~
dire, égal pour les deux urnes, il Sagit d’abord de prouver qu'il y a la
méme probabilité d’extraire une houle blanche de I'une ou de l'autre ;
en sorte que si nous avions un intérét quelconque i Parrivée d’une
boule blanche, nous n’aurions absolument aucune raison’'de mettre la
maia plutét dans 'urne A que dans Y'urne B.

Eu effet, on peut concevoir les vingt-cing boules que contient
I'urne B, partagées en cinq groupes dont chacun soit composé de deux
boules blanches et trois noires, et qui seront disposés d’'une maniere,
quelconque dans Yintérieur de cette urne. Afin de les distinguer entre
eux, on peut aussi donner le n° 1 aux boules de I'un des groupes, le
n° 2 a celles d’un autre groupe, etc.

Pour extraire nne boule blanche ou noire, de B, la main devra se por-
ter au hasard sur P'un de ces cinq groupes; mais puisqu’ils sont tous
semblables, quant aux nombres de boules des deux couleurs qu’ils
renferment, il s’ensuit qu’au lieu de choisir au hasard le groupe sur le-
quel la main se portera, on peut le choisir 4 volonté, et supposer, pour
fixer les idées, que ce soit le groupe des boules n° 1, sans rien changer
i la chance d’extraire une boule blanche de Purne B; or, cela revient
évidemment 4 extraire d’abord de B toutes les boules n° 1, et & les
mettre dans une autre urne C, d’ou 'on tirera ensuite une boule au
hasard ; la probabilité d’amener une boule blanche est donc indépen-
dante du nombre de groupes qui étaient renfermés dans B, et la méme
que s'il y en avait un seul au lieu de cinq. En partageant les dix boules
contenues dans I'urne A, en deux groupes de deux blanches et trois
noires, on verra aussi que la probabilité d’en extraire une boule blan-
che est la méme que si cette urne ne renfermait qu'un seul de ces deux
groupes. Donc la prob'tbllxte d’extraire une boule blanche soit de A,
soit de B, est la méme que pour une troisicme urne G, qui contien-
drait deux boules blanches et trois noires, et, par conséquent, la méme
pour A et pour B; ce qu'il s'agissait d’abord de prouver.

" Maintenant, je suppose quune urne A contienne quatre boules blan-
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- blanches et trais noireg, et qu'une urne B renferme trois boules blan-~
ches et deux noires;ﬁsorte que le rapport du nombre de cas favo-
rables & l'arrivée d’une boule blanche, au nombre total des cas égale-

ment possibles, sbitg pour A etg pour B. La seconde fraction excédant
la premiere de ;—5, il y aura plus de raison de croire qu'une boule
blanche sortira de B que de A. En effet, en réduisant ces deux frac-

. . ’. . 20
tions au méme dénominateur; elles dev1ennent§5 et 35; or, d'a-

prés ce qu'on vient de prouver, la probabilité de I'arrivée d’une boule
blanche sera la méme pour A et pour une urne C qui contiendrait
35 boules, dont 20 blanches et 15. noires; elle sera aussi la méme
pour'B, et pour une urne D qui renfermerait 35 boules, dont 21 blan-
ches et 14 noires; mais ces urnes C et D contenant I'une et I'autre un
méme nombre de boules, et D renfermant plus de boules blanches
que G, il y a évidemment plus de raison de croire que Yon extraira
une boule blanche de D que de C; donc aussi, Varrivée d’une boule
blanche est plus probable pour B que pour A; ce qui achéve de dé-
montrer la proposition énoncée au commencement de ce numéro.

De celte mesure de la probabilité, il semble résulter que cette frac-
tion doit toujours étre une quantité commensurable; mais si le nombre
de tous les cas possibles et celui des cas favor. ab]es a un événement,
sont infinis, la probabilité ou le rapport du second nombre au pre-
mier, pourra étre une quantité incommensurable. Supposons, par
exemple que s soit 'étendue d’une surface plane, et ¢ celle d’une por-
tion déterminée de ce plan; si 'on projette une pigce circulaire, dont
le centre puisse également retomber sur tous les points de s, il est évi-
dent que la probabilité qu'il retombera sur un point de ¢, sera le rap-
portde s a s, dont les grandeurs peuvent étre incommensurables.

(3). Dans lés deux parties de la démonstration précédente, on a pris
pour exemple des nombres déterminés de boules; mais il est aisé de
yoir que le raisonnement est ‘général et indépendant de ces nombres
particuliers. On a aussi supposé que I'événement dont on considérait
la probabilité, était 'extraction d’une boule blanche, tirée d’'une urne
qui contient des houles blanches et des boules noires, de maniére que

le nombre de boules blanches représente celui des cas favorables &
f
J
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Pévénement , et le nombre de boules noires, cglui des. cas contraires.
Pour rendre les raisonnements plus faciles a &r, on peut, en effet,
sabstituer toujours une pareille hypothése 4 chaque question d’éven-
tualité relative i des choses de loute autre nature. Si donc, E est un
événement d’une espéce quelconque; que 'on représente par a le nombre
de cas favorables 4 son arrivée, par b celui des cas contraires, et
par p la probabilité de E, la mesure ou la valeur numérique de cette
derniére quantité, sera, d’aprés ce qu'on vient de démontrer ,

. a
P—'a+b'

En méme temps, si F est 'événement contraire a E, de sorte que, de
ces deux événements, un seul doive nécessairement arriver, comme
Vextraction d’'une boule blanche ou celle d'une boule noire, dans les
exemples précédents; et si I'on désigne par ¢ la probabilité de F, on
aura aussi : : :
o
1=ixv
puisque les cas contraires 2 E, dont le nombre est b, sont les cas favo-
rables a F. Il en résulte
pHg=1,

cest-a-dire, que la somme des probabilités de deux événements con-
traives, tels qu'on vient de les définir, est toujours égale a Punité.

Lorsque nous n’avons pas plus de raison de croire & larrivée de E
qu’a celle de F, lears probabilités sont €égales, et Yon a conséquem-~
ment p=¢ = $. Cest ce qui a liecu dans le cas d’une piéce que l'on
projetie pour la premiére fois, et dont la constitution physique nous est
inconnue; E étant alors Varrivée de 'une des deux faces, et F celle de
la face Opposéé. Au lieu d’'un événement qui doit arriver ou ne pas
arriver, E peut élre une chose quelconque dont il s’agit de savoir si
elle est vraie ou fausse : @ est alors le nombre de cas ou nous la
croyons vraie, et & le nombre de cas o nous la jugeons fausse; p ex~
prime la probabilité de la vérité de E, et ¢ celle de sa fausseté.

En évaluant dans chaque exemple, soit d’éventualité, soit de doute
et de critique, les nombres de cas favorables ou contraires 3 E et F, si
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Pon a la certitude que cés nombres soient effectivement a et &, les
fractions p et ¢ serout les chances dé E et F ; si cette évaluation résulte
seulemenit des connaissances que nous avons sur ces deux choses, p et ¢
ne sont que leury probabilités, et pourront différer, comme nous l'a-
vons expliqué, de leurs chances inconnues : il faudra toujours que
tous ces cas favorables ou ¢ontraires, soient également poss1bles soit
en eux~mémes, soit d’aprés ce que nous en savons.

(4). La certitude est considérée, dans la théorie des chances, comme
un cas particulier de la probabilité : c'est le cas olt un événement n’a
aucune chance contraire; elle est représentée dans le calcul par Punité,
tandis qu'une prol”té quelconque est exprimée par une fraction
moindre que un, arfaite perplexité de motre esprit entre deux
chioses contraires, par 4, et Vimpossibilité par zéro. Cette notion de la
certitude nous suffit; nous n'avons pas besoin de la définir ‘en elle-
méme, et d’'une maniéte absolue; ce qui serait d’ailleurs impossible ;
car la certitude absolue est au nombre de ces choses que 'on ne définit
pas, et dont on peut seulement donner des exemples. Parmi les choses
que l'on appelle certaines , il y en a en trés petit nombre, qui le sont
rigoureusement, telles que notre propre existence; quelques axiomes,
non-seulement certains, mais évidents ; des propositions, comme Jes
théorémes de la géométrie, par exemple, dont on démontre la vérité,
ou dont on prouve que le contraire est impossible. Les choses non
contraires aux lois générales de la nature, qui nous sont attestées par
de nombreux témoignages, et celles qui sont confirmées par une expé-
rience joumaliére, n’ont cependant qu'une tres forte probabilité, assez
grande pour qu'on n’ait pas besoin de la dlstmguer de la certitude
compléte, soit dans les usages de la vie, soit ‘méme dans les sciences
physiques et dans les sciences historiques.

Le calcul des probabilités 1 pour objet de déterminer dans- chaque
question d’éventualité ou de doute, le rapport du nombre des cas fa-
vorables & V'arrivée d'un événement, ou a la vérité d’'une chose, au
nombre de tous les cas possibles; de sorte que nous puissions connai-
tre, d’'une maniére précise, d'aprés la grandeur de cette fraction plus
ou moins approchante de I'unité, la raison que nous avons de croire
que cette chose soit vraie, ou que cet événement a eu ou aura lieu,

et que nous puissions aussi, sans aucune illusion, comparer cette raison
5..
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de croire, dans deux questions de nature toute différente. Il est fondé
sur un petit nombre de régles quenous allons exposer, et qui se démon-
trent en toute rigueur, comme on vient d’en voir un exemple, rela-
tivement a la proposition du n° 2. Ses principes doivent étre regardés
comme un_supplément nécessaire de la logique, puisqu’il y 2 un si
grand nombre de questions o I'art de raisonner ne saurait nous con-
duire 4 une entiére certitude. Aucune autre partie des mathématiques
n’est susceptible d’applications plus nombreuses et plus immédiate-
ment utiles. On verra, dans le second chapitre de cet ouvrage,
qu'elles s’étendent & des questions abstraites et controversées de la
philosophie générale, dont elles donnent un ution claire et in-
contestable.

(5). Si pet p' sont les probabilités de deux événements E et E’ , in-
dépendants 'un de lautre, la probabilité de leur concours ou d’un -
événement composé de ces deux—la, aura pour valeur le produit pp'.

En effet, je suppose que I'événement E soit Pextraction d’une boule
blanche, d’une urne A qui contient un nombre ¢ de boules, savoir,
a boules blanches et ¢ — a boules noires, et que E’ soit I'extraction
d’une boule blanche ; d’'une autre urne A’ contenant ¢’ boules, dont a’
blanches et ¢'— a’ noires. D’aprés ce qui précéde, on aura

4
p—ZT’

Glﬁ

P=

pour les probabilités. de E et E'. L'événement composé sera l'arrivée
de deux boules blanches, I'une extraite de A, I'autre de A’. Or, si I'on
tire au hasard une boule de chacune de ces deux urnes, toutes les
boules de A pourront arriver avee toutes celles de A’; ce qui donnera
un nombre c¢’ de cas également possibles. Dans ce nombre total, les
cas favorables 4 I'événement composé résulteront des combma:sons
de toutes les boules blanches de A avec toutes les boules blanches
de A’; le nombre de ces cas favorables sera donc le produit aa’. Par
conséquent, la probabilité de 'événement composé aura pour valeur
(o 2) le rapport de aa’ 4 cc’, ou, ce qui est la méme chose, le pro-
duit des deux fractions p et p'. '
On verra de méme que sip, p, p', etc., sont les probabilités d’un
nombre quelconque d’événements E, ', E”, etc., indépendants les uns
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des autres, la probabilité de leur concours, ou d’un événement composé
de tous ceux-li, sera le produit pp'p” etc. Cette proposition générale
peut aussi se déduire du cas particulier d'un événement composé de
deux autres; car, si le produit de p et p/, ou pp/, est la probabilité du
concours de E et E, celle du concours de cet événement compose et
de E" sera de méme le produit de pp' et de p", ou pp'p", celle du
concours de ce second événement compose ét de E” sera le produit
de pp'p" et de p", ou pp’p”p”’ et ainsi de suite.

Toutes les fractions p, p’, p”, etc., étant moindres que Punité , du
moins quand aucun des événements E, E/, B, etc., n'est certain, il
s'ensuit que la probabilité de V'événement composé est aussi moindre
que celle de chacun des événements dont il.dépend. Elle s'affaiblit de
plus en plus & mesure que leur nombre augmente; généralement, elle
tend vers zéro, et serait tout-a-fait nulle ou infiniment petite, si ce
nombre devenait infini : il n’y a d’exception que quand la série in-
finie des probabilités p, p’, p”, etc., se compose de termes qui appro-
chent indéfiniment de l'unité ou de la certitude; leur produit, dans’
ce cas, a pour valeur une quantité de grandeur fiuie, moindre que
Punité. 8i, par exemple, on désigne par « une quantité positive,
plus petite que I'unité, ou tout au plus égale 4 un, et que l'on prenne

2 2

o
p=a, p=1—a*, p":zl—/’—, p”’=r-—9—,etc.,

pour les valeurs de p, p', p', etc.; leur produit, ou la probabilité de
I'événement composé, sera égal, d'aprés une formule connue, &

lsina7, en désignant, a Pordinaire, par 7 le rapport de la circonfé-
x

rence au diameétre.

(6). Voici un probléeme relatif a la probabiliié d’un événement com -
posé, dont nous donnerons la solution pour exemple de la régle pré-
cédente. _

Je suppose que I'on ait 4 retrancher 'un de I'autre deux nombres
pris au hasard ; on demande la probabilité que la soustraction totale
s'effectuera sans qu’on ail besoin d’augmenter le chiffre supérieur dans
aucune des soustractions partielles.

Les chiffres supérieur et inférieur qui se correspondent pouvant
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avoir chacun dix valeurs différentes, depuis zéro jusqu’ag, il s'ensuit
qu'il y aura ceut cas distincts et également possibles dans cliaque sous-
traction purtielle. Pour qu'elle ¢e fasse sans augmentation du chiffre
supériear, il faudra que eelui-ci surpasse le chiffte inférieur, ou qu il
lui soit égal. O, cela aura lieu davs 55 dés 100 cas pOSSl})IéS , savoir,
dans un seul cas quand le chiffee supéri¢ar sera zéro, dans deux cas
qguand il sera l'unité, .... dans dix cas lorsqu’il sera le chiffre g} ce
qui forme une progression arithinétique de 10 ternres, dont la somme
est £ 10(t 4= 10), ou 55. La probabilité relative a chaque soustraction
partielle $éra donc le rapport de 55 & 100 ; par conséquent, la proba-
bilité que les soustractions partielles s'effectueront toutes i la fois sans
asugoienter le chiffre supérieur, aura (0,55) pour valeur, en désignant
par i leur nombre, ou celui des chiffres supérieurs ou inférieurs.

il s’agit, par exemple, de retrancher Pune de l'antre les parties
décimales des logarithmes pris dans les tables de Callet , on aura '

i =7, (0,55) = 0,0152245..

cest-a-dire une probaliilité comiprise entre % et X

On obtiendrait également (0,55)' pour la probabllrté d’ajouter I'un
a Pautre deux nombres de 7 chifltes, sans qu'aucune des additions par-
tielles donne une unité a retenir.

(7). SiE, E/, E", etc., sont les arrivées successives d’'un méme évé-
nement E, et que leur nombre soit m, le produit pp'p” etc. se chan-
géra dans la puissance p” qui exprimera, par conséquent, la probabi-
lité que E arrivera m fois dans un pareil nombre-d’épreuves, pendant
]esquelles la probabilité de cet événement demeurera constante et égale
A p.Deméme, EetF étantles deux événements contraires dont les proba-
bilités sont p et ¢, de sorte qu'on ait p 4-g=1 (n° 3); si ces chanices de-
meurent coiistantés pendant un nombre m—-n d'épreuves, le produit
prq* serala pr obablrte que E arrivera m fois et F les n autres fois
dans un ordre déterminé; ce qui se déduira de la régle du n° 5, en
supposant le nombre des évéuneiients E, E', E”, etc., égal & m + n,
et prenant E pour m d’entre eux et F pour les 72 autres. L'ordre dans
lequel ¢ces événements E et F devront se succéder n'influe pas. sur
cette probablhte p"q", de l'événement compose : elle est la miéme
pour que E arrive dans les m premiéres épreuves, et F dans les
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derniéres, ou wice versa; ou bien encore, lorsque ces événements
devront étre mélés, d’'une maniére déterminée. Mais si Yordre que
doivent suivre E et F n’est pas donné, et qu on veuille seulement que
dans un nombre m -} d’épreuves, E arrive m fois et ¥ arrive n fois,
dans un ordre quelconque, il est évident que la probabilité de cet autre
événement composé surpassera celle qui répond a chaque ordre dé-
terminé ; elle sera , en effet, un multiple de p"¢", dont on donnera plus
loin V'expression generale.

Lorsque les chances de E et F sont égales, onap=¢ =1; etsi l'on
faitm 4~ n = w, la probabilité de larrivée, dans un ordre déter-
miné, de E un nombre m de fois, et F un nombre n de fois, devien—

dra (+#; en sorte que non-seulement elle ne dépendra pas de l'ordre
de ces arrivées, mais elle sera aussi indépendante de leur proportion,
et ne dépendra plus que du nombre total 1 des épreuves. Ce cas est
celui d’'une urne contenant des nombres égaux de boules blanches et
de boules noires, dans laquelle on fait u tirages successifs, en re-
mettant 4 chaque fois dans 'urne la boule qui en est sortie. La pro-
babilité d’amener  boules blanches est égale & celle d’amener m
boules blanches et 7 boules noires dans un ordre déterminé. Quand
w est un nombre considérable, elles sont I'une et l'autre trés petites,
mais non pas moindres I'une que lautre. Avant que les tirages aient
commencé, on n’aurait eu ni plus ni moins de raison pour croire, soit
a larrivée d’'une suite de boules de la méme couleur, soit & Parrivée
d’un pareil nombre de boules, les unes blanches et les autres noires,
dans un ordre que quelqu’un elt assigné arbitrairement. Cependant,
si nous voyons sortir successivement de I'urae, par exemple, trente
boules d’'une méme couleur, et que nous soyons bien certains que les
houles blanches et les boules noires y sont constamment en nombres
égaux; ou bien si nous voyons arriver tout autre événement qui pré-
sente quelque chose de symétrique, tel que la sortie de trente boules
alternativement blanches et noires, celle de «quinze boules blanches
suivies de quinze boules noires, nous sommes portés & croire que ces
événements réguliers ne sont pas I'effet du hasard, et que la personne
qui a tiré les trente boules connaissait Ia couleur de chacune d'elles, et
les a choisies dans une vue particuliére. Dans de pareils cas, I'i mterven—
tion d’'une cause autre que le hasard a effectivement une probhabilité
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tres approchante de la certitude, ainsi quon le verra par la suite.

(8). La pmssance g" est la probablllte que I'événement F arriveran
fois de suite, sans interruption; en la retranchant de Punité, on aura
donc la probabxhte de I'événement contraire, c'est-a-dire, la probabl—
lité que dans n épreuves consecuhves, Pévénement E arrivera au
moins une fois; par consequent st 'on désigne par r la probabilité de
cel événement composé, et qu'on mette 1—p au lieu de g, ilenrésultera

re=1—(1—p).

En égalant'a £ cette valeur de r, on déterminera le nombre d'épreu--
ves nécessaire pour qu’il y ait la méme raison de croire que E arrivera
ou qu’il n’arrivera pas, ou autrement dit, pour qu'il y ait un contre un
a parier que E arrivera au moins une fois. On aura alors

log 2

(1—pr=1t, =T log (1 —py

Si E est, par exemple; l'arrivée d’un six, ou celle d'une autre face dé-
terminée, quand on projette un d¢ a six faces, on aura '

P=%, n=A5,8018..-.;

en sorte qu’il y aura de Pavantage a parier que six arrivera au moins
une fois en quatre coups, et du désavantage a parier qu’il arriverait
en trois coups. Si Fon projette deux dés a la fois, et que E soit Iar-
rivée du double-six, on aura : :

P= 75 n=24,614....;

_ce qui montre que I'avantage sera pour le joueur qui pariera d’amener

- un double-six en vingt-cinq coups, et le désavantage pour celui qui
parierait de 'amener en vingt-quatre coups.

L’expression generale de r nous fait voir que quelque faible que soit
la chance p d’un événement E, pourvu qu'elle ne soit pas tout-a-fait
nulle, on peut toujours prendre le nombre  des épreuves, assez
grand pour que la probabilité que E arrivera an moins une fois, ap-
proche aussi prés qu'on voudra de la certitude ; car quelque peun dif-
férente de I'unité que soit la fraction 1 — p, on peut toujours prendre



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 41

Pexposant n assez grand pour que la puissance (1—p)* tombe au-
dessous d’une fraction donnée. Cest en cela que consiste la différence
essentielle entre une chose absolument impossible et un événement E
dont la chance p est extrémement petite : la chose impossible, n’arri-
vera jamais, et I'événement aussi peu probable qu’on voudra, arri-
vera toujours, trés probablement, dans une série d’épreuves assez long-
temps prolongée.
Par la formule du binome, on a

(r—p)=1+np +n',n_:1 P'+n'n_l'n2p’+etc.;

1-2.3.

. \ *
si 7 est un trés grand nombre, el qu'on remplace n—1, n— 3, etc.,
par n, on aura, a trés peu pres,

- wp o :
(l—p) ._.t+np+ -I_.£+_—I_.2_.3—+ ele.;

série qui est le développement de e~", en désignant par e Ja base des
logarithmes népériens; il en résultera donc

re=1-—e",

4 I
pour la valeur approchée de r. Dans le cas de p = -, cette valeur sera

le rapport de e—1 a e. Par conséquent, si la chance d’un événement
E est I'unité divisée par un trés grand nombre n, il suffira d’'un pareil
nombre 7 d’épreuves pour qu’il y ait une probabilité? , ou a peu
prés égale a %, que E arrivera au moins une fois.

(9). Lorsque deux événements E et E,, ne sont point indépendauts,
cest-a~dire, lorsque Varrivée de I'un influe sur la chance de 'autre, Ia
probabilité de P'événement composé de E et E, est égale i un pro-
duit pp, dans.lequel p représente la probabilité de I'événement E qui
doit arriver le premier, et p, exprime la probabilité que E étant d’a-
bord arrivé, E, arrivera ensuite.

Ainsi, a et b désignant les nombres de boules blanches et de boules
noires contenues dans une urne A, et ¢ leur somme a = &; si E est ar-
rivée d'une boule blanche 4 une premiére épreuve, et E, celle d’une
boule blanche & un second tirage, sans qu’on ait remis la boule sortie

6
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au premier, on aura d'abord
— a .
P=s
mais au second tirage, le nombre total des boules sera réduit a ¢ — 1,
et celui des boules blanches &4 @ — 1, on aura donc

a—1

pe==—:

pour la probabilité de la sortie d’une nouvelle boule blanche; et, par
conséquent ,

)y = Ba—
PPh= ="

pour celle de Pextraction de deux houles blanches.
~ Par la méme regle, on trouvera

. ab
pp'—c.c-—x’

pour la probabilité de extraction d’une boule blanche et d'une houle
noire, dans un ordre déterminé, et sans remettre dans 'urne la boule
sortie au premier tirage.

Généralement, si I'on fait m -~ n tirages successifs sans remettre
dans A les boules sorties, et que 'on désigne par < la probabilité d’a-

mener, dans un ordre déterminé, m boules blanches et n houles
noires, on aura

aa—1.a—2....a—1m 1.0 — 1.0 — —
= +1.0.0 1.0 —2.. . b —nd,
CoC=—1,C—2,.0.C— M — 1N + | :

quel que soit cet ordre déterminé. En effet, si dans les w' =~ premiers
tirages, 1l est sorti ' boules blanches et 7’ boules noires, le nombre
¢ — m/ —n’ des boules restantes, se composera de @ —m’ blanches et
b— 1’ noires; les probabilités d’amener, soit une houle blanche, soit
une boule noire, dans un nouveau tirage, seront donc

a—m Ob—n'

c—m —n"’ c—mt — 1}

or, en prenant successivement dans ces deux fractions, tous les nombres
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depuis zéro jusqua m—1 pour m', et depuis zéro jusqua n—1

pour 7, le produit des m -~ quantités qu’on obtiendra de cette ma-
ni¢re, devra évidemment former la valeur de @; ce qui coincidera
avec la formule que 'on vient d’écrire.

Si Yon remettait & chaque fois dans A la boule blanche ou noire
qui en est sortie, les chances d’une boule blanche et d’une boule

. . . a b
noire demeureraient constantes et égales a - ek~ , pendant toutes les
épreuves, etla probabilité d’amener m boulesblanches et nhoulesnoires,

’, [ . . m A mlyn
dans un ordre déterminé, serait le produit de (g) et (Z) , 0u —= b

cm+nt
C’est & quoi se réduit effectivement 'expression de @, quand les nom-
bres a et sont extrémement grands, et peuvent étre considérés comme
infinis, par rapport & m el r, ce qui rend invariables les chances d’une
boule blanche et d’'une boule noire, pendant toute la durée des épreuves.
En faisant n = o dans la valeur de @, il en résulte
a.a—i.a—2,..a—m-1

@ —
CoCrmm ¥ C—2,..C =M1

pour la probabilité de Vextraction de m boules blanches sans inter-
ruption. Au lieu d'une urne A, si'on avait, par exemple un jeu com-
posé de seize cartes rouges et autant de cartes noires, et si 'on deman-
dait la probabilité d'en tirer les seize cartes rouges en seize tirages, on
ferait

a=16, ¢c=32, m=6,

et il en résulterait

__1.2.3.....15.16
T 17.18.19...31.32"

ou hien, en réduisant

1
@ = 691080§g)—0 g

uantité, comme on voit, un peu au-dessous d'un six-cent millio-
nieme. 1l faudrait, en conséquence, essayer un peu plus de six-cent

PR . 9 A sqe, s » v 2 i \
millions de fois pour qu'il y et une probabilité égale a 3, OW & peu

6..
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prés deux & parier contre un, que les seize cartes rouges sortiraient au
moins une fois sans interruption.

(10). Si un événement E peut avoir lieu de plusieurs manieres dis-
tinctes et indépendantes entre elles; que d’'une premiére maniére, la
probabilité de son arrivée soit p,; que d’'une seconde maniére, elle
soit p,; etc., la probabilité compléte sera la somme de toutes ces pro-
babilités partielles, de sorte qu’en la désignant par p, on aura

P=P: +P3+P3+etc°

Supposons, pour fixer les idées, que I'on ait un nombre donné i
d’urnes A, contenant des boules blanches et des boules noires, et que
le nombre total de boules et le nombre de boules blanches soient ¢,
et @, dans une premiére urne, ¢, et a, dans une seconde, etc. Suppo-
sons aussi que E soit 'extraction d’une boule blanche, en mettant la
main au hasard dans l'une de ces urnes. Cet événement pourra alors
arriver de i maniéres différentes, puisque i est le nombre d’urnes d’'ou
la boule blanche pourra sortir. La probabilité que la main se portera

» 1
sur I'une de ces urnes sera la méme pour toutes et égale a -; la chance
. ’ a a, a
d’extraire une boule blanche sera -c—‘, —03, c—:—, etc., selon 'urne sur la-
[ 4 a2
quelle la main se portera effectivement; d’aprés la régle dun° 5, les pro-
babilités p, , p.; ps; etc., des diverses maniéres dont E pourra arriver,

seront donc

_la =1
’ Pn'—'l-cai P:i= 3 o’ '3

5]

ERE
|

P =

et il s'agira de prouver que la probabilité compléte p de Vextraction
d’une boule blanche, de 'une ou de I'autre de toutes les urnes A, aura

pour valeur

(2]

1

p=;(E+2+24 etc.)

La démonstration de cette régle est fondée sur un lemme qui sera
également utile dans d’autres occasions.

Concevons un nombre quelconque i d’urnes C, contenant des houles
blanches et des boules noires en proportions diverses, mais dont le
nombre total soit le méme et représenté par u pour chacune de ces
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urnes; la probabilité d’extraire de_leur ensemble une boule blanche
ne changera pas si-I'on réunit les ix boules qu’elles contiennent dans
une seule urne B. En effet, elles y formeront des groupes disposés d’une
mani¢re quelconque, dont chacun contiendra les boules provenant
d’'une méme urne G, et qui seront tous composés d’'un méme nombre x
de houles, ce qui suffit pour que la chance d'y porter Ja main soit

, I
.la méme pour tous ces groupes, et égale & ~, comme quand chaque

groupe était renfermé dans une urne C. La chance de tirer une boule
blanche du groupe ol la main se portera n’aura pas non plus changé;
par conséquent, la probabilité d'extraire une boule blanche sera la
méme pour 'urne B et pour le systtme des urnes C. Cette conclusion
n’aurait plus lieu, si les nombres de boules que les urnes C renferment
étaient inégaux; quels qu'ils soient, la chance que la main se portera

sur 'une des urnes sera la méme, et égale a l—. ; mais quand toutes les

boules auront été réunies dans 'urne B, les groupes qu'elles y forme-
ront contenant des nombres inégaux de houles, la chance que la
main s’y portera ne sera pas égale pour tous ces groupes : elle est
évidemment plus grande pour ceux qui seront formés d’un plus grand

nombre de boules.

a, a

’ , . . Q
Cela posé, réduisons toutes les fractions -, » s C—’, etc., a un méme

" G
dénominateur, que nous désignerons par s. Soient alors w 2,,
a3, etc., leurs numérateurs, de sorte qu'on ait v

a a a, __ a, az 43 of
~ ==, _—= =, — = -, elc.
c ) Ca #© c3 w’

La chance d’extraire une boule blanche de chacune des urnes A et
par conséquent de l'ensemble de ces urnes, ne changera pas si I'on
remplace chacun des nombres c,, c,, ¢;, etc., de houles blanches ou
noires, par le méme nombre u, et les nombres a,, a,, a;, etc., de
boules blanches, par «,, @,, 23, etc. La probabilité de Pextraction
d’une boule blauche ne changera pas non plus, si I'on réunit ensuite
toutes ces boules dans une méme urne C. Or, cette urne contenant
" alors un nombre total ix de boules, parmi lesquelles il y aura un
nombre &, -~ &, -} 25-}-etc., de boules blanches, cette probabilité sera
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le rapport du second nombre au premier, ou, ce qui est la méme
chose,

Gitiee),

quantité qui coincide, en vertu des équations précédentes, avec la
valeur de p qu'il s'agissait de démontrer.

(11). Pour appliquer cette réegle a des exemples, supposons d’a-:
bord qu’il soit & la connaissance d'une personne qu'une boule a été
extraite, ou d’'une urnc A contenant cinq boules blanches et une houle
noire, ou d’'une urne B renfermant trois houles blanches et quatre
boules noires, et qu'elle n’ait aucune raison de croire que cette bhoule
soit sortie plutdt de Pune que de Pautre des deux urnes. Pour cette
personne , la probabilité @ que la boule extraite est une boule
blanche sera '

.

1 5 1 3 53
@'—;.6-—{—;.:7-——-8—4—-,
car pour elle, cet événement a pu arriver de deux manieres différentes,
et les probabilités p, et p, qui s’y rapportent sont

1 5
Pn—;-g; P =

3
=

N~

Pour une autre personne, qui sait que la boule extraite est sortie de
B, la‘@6babilité p qu'elle est noire a pour valeur
"}

I 7 84
Les fracti —53 t 4—8 ‘pas t ! 1 .’ er doit :
€s nacuaons 84 € 8.1. .sulpassan :—2, a pl enmnere personne (0)] pensel

que la boule extraite est blanche , et la seconde qu’elle est noire.
Entre ces deux opinions contraires, c'est la derniére que nous devons
adopter, parce que la seconde personne est plus instruite que la pre-
miére en ce qui concerne I'événement dont il s’agit; et cependant

la probabilité g—z, sur laquelle cette seconde personne appuie son opi-

nion, est moindre que la probabilité %% , sur laquelle l'autre personne

appuyait la sienne. Clest un exemple fort simple, et qu'on pourra
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aisément multiplier, de ce qul a été dit plecedcmmenl (n°1), sur
les jugements coutraires portés dans une méme question par des
personnes différemment instruites.

Supposons encore que nous sachions qu'une urne A renferme un
nombre donné 7 de boules blancheset de boules noires, dans une propor-
tion qui nous est absolument inconnue. Nous pourrons faire sur cette
proportion, 7 = 1 hypothéses différentes et également possibles, qui
seront autant de maniéres distinctes dout l'extraction d’'unc bhoule
blanche pourra avoir lieu. Ces hypothéses seront n houles blanches,
12— 1 boules blanches et une noire, 2 — 2 boules blanches et deux
noires,. ... n boules noires; toutes ces suppositions étant également

possibles, la probabilité de chacune d'elles sera ;l—_—;_——l-,' par conséquent,

les probabilités partielles de I'extraction d’une boule blanche, dans ces
diverses hypotheses, auront pour valeurs

1 n 1 n—1

1 2,
PR BTy e P o e
et la probabilité complete @ de cet événement sera

n—1Ii n—2

e

71

n—n

SRR i P

1

quantité qui se réduit a ¢, comme cela devait étre, puisque nous
n'avons aucune raison de croire & I'arrivée d’une boule blanche plutot
qu’i celle d'une boule noire.

Mais si nous savons que dans I'urne A, le nombre des honles

blanches cst certainement plus grand que celut des boules noires,
Jlavaleur de s surpassera 35 et pour la déterminer, il fandra distinguer
les deux cas de n impair et de » pair. Si I'on désigne par i un nom-
bre entier quelconque et qulon ait 72 = 2i -}~ 1, on ne pourra faire
que i} « hypothéses différentes ct également possibles, savolr, 2i-f-1
houles blanches, 2i houles blanches et une noire,... i 4~ 1 boules

blanches et i boules noires; et dans ce premier cas, la valeur com plete
de @ sera

. 1 2L = 1 £Y) 2L ) i+t
w—i+l(2i+x+2i+1+2z+l+ +2z+1
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quantité qui se réduit &
: 3i4-2

Elle est I'unité , comme cela doit étre , pour i = o; elle s'approche in-
définiment de 2, en diminuant ioujours, 4 mesure que i augmente
de plus en plus. Dans le cas de # = 2i -4 2, on peut aussi faire i -~ 1
hypothéses également possibles : on peut supposer que A renferme
2i == 2 boules blanches, 2i -~ 1 boules blanches et une boule noire,
.+ » i =}~ 2 boules blanches et i boules noires. Il en résulte

v (242 2+ 1 {42
l+l 2L+2+2i+2+2t+2+ +2L+2)

ou, ce qui est la méme chose
1 q ’
1 344

T a2 ai+42’ .
pour la valeur compleéte de . Comme la précédente, elle est @ =1

etw =% , pour les valeurs extrémes i = o et i = co, Pour tout autre
nombre entier i, elle excéde la précédente d’une fraction -————l--——-
rHeres P G DGty

. 1 , v s
dont le maximum est et répond 4 i=1.-

Une urne A contenant un nombre total ¢ de boules, dont @ boules
blanches, concevons que ces boules soient partagées dans son intérieur,
en groupes tels que]le premier renferme ¢, boules dont g, blanches,
le deuxiéme ¢, boules dont a, blanches, etc., de sorte que I'on ait

¢, = ¢, -+ cy == etc.
a, -+ a, + a; - etc.

c,
a.

Soit p la probabilité d’extraire une boule blanche de cette urne; elle
devra étre égale a g; ce qui fournira simplement une vérification de

la régle dunuméro précédent. Une boule blanche pourra sortir du pre-
mier groupe- et pour cela, la chance sera le produit de la probabi-

hte - que la main se portera sur ce groupe, ct dela chance quelle
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en cxtraira une boule blanche. Il en sera de méme a I'égard de tous
les autres groupes; d’ol1 'on conclura

& a
op-c.

c a
+2. 242 Zetc,
3

c, c €,

pour la valeur compléte de 'p; laquelle se réduit effectivement a 3,

en vertu de la seconde des deux équations précédentes. Mais si I'on
place tous ces groupes dans des urnes différentes A, , A,, A,, etc., la

. . a .
chance d’en extraire ensuite une boule blanche, ne sera plus -, si ce

n’est dans le cas ol tous les nombres ¢,, c¢,, ¢s, etc., seront égaux :
généralement, elle dépendra de la maniére dont les houles blanches
et noires de A se trouveront distribuées entre A,, A,, Ay, etc.; et nous
ne pourrons la calculer que quand cette distribution nous sera connue.
Cependant, pour quelqu’un qui ne la connait pas, la raison de croire
a Yarrivée d'une boule blanche, en tirant au hasard dans I'ensemble
des urnes A,, A,, Ay, etc., est évidemment la méme que celle de
croire 4 la sortie d’une pareille boule, extraite de A ; par conséquent,
la probabilité de cette sortie, distincte de sa chance propre, sera, pour

cette personne, égale 3 2. Je suppose, par exemple A renferme
p ) €8 P uppose, par ple, que

deux boules blanches et une boule noire, et que I'on ait mis deux
boules dans A, et la troisiéme dans A,. Pour cette personue, il y aura
trois distributions également possibles des trois houles de A enire A,
et A,, savoir : les deux blanches dans A,, et la boule noire dans A,;
une boule blanche et ]a noire dans A,, et I'autre boule blanche dans A,;
cette seconde boule blanche et la boule noire dauns A, , et la premiere
boule blanche dans A,. Dans ces trois cas, les probabilités d’extraire
une boule blanche de 'une ou Pautre des urnes A, et A,, seront

s(1+40), (i41), (1)

en prenant leur somme et la divisant par trois, on aura donc ; pour

la probabilité compléte de cette extraction, comme pour celle d’'une
boule blanche, de 'urne A.

Considérons enfin un systéeme d’urnes D,, D,, D;, etc., dont la pre-
miére renferme un nombrec, de boules parmi lesquelles @, boules blan-

7
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ches, la deuxieme un nombre ¢, de houles dont a, houles blanches, etc.;
et supposons que par une raison quelconque, il 0’y ait pas la méme
chance pour toutes ces urnes, que la main s’y portera pour en ex-
traire une boule blanche ou noire. Désignons alors pag £, la proba-
bilité qu’elle se portera sur I'urne D,, par £, la probabilité qu’elle sc
portera sur Purne D,, etc. Par la réegle du n° 5, la probabilité d’ex-

traire une boule blauche de la premiére urane sera 4, _', de la se-

conde %, —’ ®, etc.; ces produits exprimeront donc les probabilités par-

tielles p,, p, » D3, etc., velatives aux diverses maniéres dont U'extraction
d'une houle blanche pourra avoir lieu ; par conséquent, la probabilité
compléte = de cet événement aura pour-valeur

% 20, 113(13

@ o= g o

-} etc.

Laconsidérationd’un s_ystéme d’u.mcs A, A,, As,ele., pourlesquellesles
probabilitésk,, &,, ks, etc.,sont égales entre elles, a suffi & la démonstra-
tion de la regle. du numéro précédent dans toute sa généralité; et cette
régle étani ainsi démontrée, son application a d'autres urnes D,, D,,
D;, etc., pour lesquelles les chances %, /4., A3, etc., ont des valeurs
quelcongues, conduit ensuite, comme on voit, & 'expression de &
qui se rapporte 4 ce cas général. .

(13). Maintenant, soient E et ¥ deux événements contraires, ou
qui s'excluent mutuellement, et dont F'un des deux doit toujours ar-
river. Désignous par p et ¢ leurs probabilités respeetives, de sorte
qu'on ait (n° 3) .

p+q9=
Supposons que chacun de ces événements puisse avoir lieu de diverses
manieres, dont nous représenterons les probabilités par p,, p,, ps, etc.,
relativement & E, et par ¢,, ¢., ¢s, €tc., par rapport a F. En appli-
quant successivement la régle précédente A E et a F, nous aurons

p = p:+ p. + ps -+ elc,
g =1q + . + qs + etc,
et, par conséquent,

P po+ ps = et 4 ¢ 4+ g+ g3 + ele. = 1.
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Dans une question quelconque d'éventualité, les termes du premier
membre de cette équation sont les probabilités des diverses combi-
naisons favorables ou contraires 2 l'arrivée de E; cette équation ex-
prime donc que leur somme doit toujours étre égale a Punité on a la
certitude; ce qui doit élre, en effet, si Y'on a épuisé toutes les combi-
naisons possibles.

En vertu de cette méme équation, expression de p peut étre mise
sous la forme

. Ip, 4 Ip, 4 Ip3 + etc. .
P= Ip, + Ip. + lps + ete. + g+ lg, + lg; 4 ete.”’
{ étant une quantité que Yon prendra & volonté. Les termes de cette
fraction seront proportionnels aux chances p,, p,, etc., 4., ¢, , etc.,
des cas favorables ou contraires & larrivée de E. Or, si I'on sup-
pose que parmi les termes du numérateur, il y en ait un nom-
bre @’ qui soient égaux entre eux et représentés par o', un nom-
bre a" égaux entre eux et exprimés par «”, etc.; si I'on suppose
de méme que parmi les termes du dénominateur, il y ait un nombre
¢’ de termes égaux dont la valeur commune soit 9/, un nombre c"
d'autres termes égaux dont 7" soit la valeur commune, etc., l'ex-
pression de p deviendra
da - a'a" + a"a" -} ete.
P = T 7 et

Donc, lorsque tous les cas favorables ou contraires a un événement E,
n‘auront pas une méme chance, on obtieudra la probabilité de E, en
multipliant les nombres de cas également probables, par des quantités
proportionnelles a leurs probabilités respectives, et divisant ensuite la
somme de ces produits relatifs a tous les cas (avorables, par la somme de
ces mémes produits relatifs & tous les cas possibles. Cette regle est plus
genérale, et souvent pluscommode a appliguer, que celle du n° 2, en
ce qu'elle n’exige pas que I’on ait réduit a une égalité de chance, tous
les cas favorables ou contraires, d’ott dépend, dans chaque question,
Farrivée d'un événement dont on veut connaitre la probabilité.

(14). Les régles des n** 5 et 10 suflisent pour obtenir les formules
relatives a la répétition, dans une série d'épreuves, d’'un événement
dont les chances sont connues, soit qu'elles demeurent constantes,
soit quelles varient pendant les éprenves.

VAR
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Appelons toujours E et F les événements contraires, d'une nature
quelconque, dont 'un des deux aura lieu a chaque épreuve. Suppo-
sons, en premier lieu, que leurs probabilités soient constantes et don-
nées; et représentons, dans chaque épreuve, par p la chance de E et
par ¢ celle de F. Désignons aussi par « le nombre total des épreuves,
par m le nombre de fois que E arrivera, par = le nombre de fois
que F aura lieu. Nous aurons

pt+qg=1, m-4n=ypu

La probabilité que ces m et n arrivées de E et F auront lieu dans un
ordre déterminé, est indépendante de cet ordre particulier, et égale
a p"g" (n° 7); par conséquent, si 'on appelle IT la probabilité qu’elles
auront lieu dans un ordre quelconque, et K le nombre de maniéres
différentes, dont i événements E et n événements F peuvent se suc-
céder dans un nombre u d’épreuves, on aura, d'aprés la régle
du n° 10,

= Kpg".

Pour déterminer K, je suppose d’abord que les . événements qui
doivent avoir lieu soient tous différents, et je les désigne par les
letires A, B, C, D, etc. Ce nombre K sera alors celni des permuta-
tions que Yon peut faue subir & p lettres disposées comme les fac-

teurs d’un produit; or, il aura pour valeur
.25 00 — 1.5

car si on le représente par K’ pour p ~— 1 lettres, et qu'on ajoute en-
suite une lettre de plus, celle-ci pouvant occuper w places distinctes
dans chacune des permutatlons de p — 1 lettres, il en résultera #K/
pour le nombre de permutahons de p lettres; et comme ce nombre
est I'unité quand = 1, il Sensuit qu'll sera successivement 1. o ,
1.2.3, 1.2.3.4, ete., pour p= 2, == 3, = 4, etc. Maintenant,
si un nombre m des lettres A, B, C, D, etc, représentent un méme
événement E, celles de leurs permutations qui ne different que par
les places de E seront aussi les mémes; ce qui réduira le nombre des
permutations distinctes, au produit précédent, divisé par le nombre
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de permutations dont ces m letires E sont susceptibles, et qui est

1.2.3...m.

Si les & — m ou n autres lettres représentent aussi un méme événe-
ment F, il faudra également diviser ce produit par le nombre de per-
mutations de ces n lettres F, ou par

1.2.3... n.

Par conséquent, le nombre de permutations distinctes que I'on peut
faire avec m événements E et n événements F, c'est-a-dire la valeur
de K qu'il s'agissait d’obtenir, sera

1.2.3... .
.2.3... m.1.2.3...n

K=
1

A cause de p = m +-n, cette quantité K est symétrique par rapport a
m et 4 n; mais on peut aussi I'écrire sous ces deux autres formes :

® —lp——D. =TT 1
K=X* £ e -+

1.2.3...m ’

K__,u.,u-—x.y—z...,u—n-f- 1

1.2.3...1n ’

qui montrent que la probabilité IT, ou le produit Kpmg™, est le terme

du rang m -4~ 1 dans le développement de (p =4 ¢)* ordonné sui-
vant les puissances croissantes de p, ou le terme du rang n-- 1 dans
ce développement ordonné suivant les puissances croissantes de g.

On conclut de la que dans le cas que nous examinons, ou les chances
p et g des deux événements contraires E et F sont constantes, celles
de tous les événements cornposés qui peuventarriver dansun nombre g
d’épreuves ont pour expressions, les différents termes de la formule
du binome p = g élevé a la puissance p.

Le nombre de ces événements est u ~~ 1. Ils sont inégalement
probables, soit & cause de la multiplicité des combinaisons qui peut
les amener et qui est exprimée, pour chacun d’eux, par le nombre K,
soit & raison de V'inégalité des chances p et g. Dans le casde p=g,
Yévénement le plus probable est celui qui répond & m == n, lorsque
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est un nombre pair, et I'un des denx qui répondent a m—n = =1,
quand w est un nombre impair.

- (15). Soit P Ia probabilité que E arrivera au moins m fois dans le
nombre u d'épreuves. Cet événement composé pourra avoir lieu de
m =~ « maniéres différentes, savoir, lorsque E arrivera les nombres
de fois pw, p — 1, 0 — 2,... et enfin w— 7 ou m; les probabilités
relatives & ces m -~ 1 maniéres se déduniront de Pexpression précé-
dente de IT, en mettant successivement et zéro, w — 1 et 1, p — 2,
et2,... jusquam et n, au lieu de ces deux derniers nombres ; d'aprés
la régle du n® 10, la valeur compléte de P sera donc la somme de
ces 1 - 1 probabilités partielles; et, par conséquent, on aura

P=p“— pup*~'qg+ ’f'—“:—f—ip""'q’-{-...
P B e e nl
B 1.2.3...n

oot

P

de sorte que P sera la somme des » -4~ 1 premiers termes du deve-

loppement de (p - ¢)*, ordonné suivant les puissances croissantes.
de ¢.

Pour m =0, ou n = u, on aura

P=(p+ 9 = 1;

ce qui doit étre, en effet, puisqualors I'événement composé com-
prenant toutes les combinaisons de E et F qui peuvent arriver, sa pro-
babilité P doit étre la certitude. Pour m = 1, cet événement est le
contraire de l'arrivée de I a toutes les épreuves; et, effectivement,
la valeur de P est, dans ce cas, le développement entier de (p=- q)«,

moins son dernier terme ¢*; ce qui s'accorde avec la valeur de »
du n° 8.

Si w est un nombre impair 27 = 1, et si Yon demande la probabilité
que E arvivera plus souvent que F, on la déduira de Vexpression gé-
nérale de P, en y faisant m = i+ 1 et n == i. Si p est un nombre
pair 2, on obtiendra la probabilité que E arrivera au moins autant
de fois que F, en faisant in = n =1, dans cette méme expression.

(16). On déduit aussi de cette formule la solution du premier pro-
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bleme de probabilité que I'on- ait résolu, que nous avons indiqué aun
commencement- de cet ouvrage, et qui est connu sous le nom de
probléme des partis. Deux joueurs A ct B jouent ensemble-& un jeu
quelconque,. ot I'un des deux doit gagner un point a chaque coup;
p est la probabilité de A, ¢ celle de B, pour gagner ce point; il reste
2 A un nombre a et 3 B-un nombre D de points a prendre pour gagner
la partic. On demande la probabilité « que ce sera A qui gagnera, ou
la probabilité € que ce sera B. L’un de ces deux événements contraires
devant nécessairement arriver, la somme a -~ € sera 'unité, et 'on
aura seulement « a déterminer.

Observons d’abord: que la partie sera terminée en un nombre de
coups qul ne saurait excéder @ - & —1; car dans ce nombre de coups,
il arrivera nécessairement que A aura gagné au moins un nombre «
de points, ou que B en aura gagné au moins un nombre 4. De plus,
sans rien changer & leurs chances respeclives de gagner la partie, les
deux joucurs peuvent convenir de jouer ce nombre a 4~ b — 1 de
coups; car dans cette série de coups, un seul joueur pourra prendre
le nombre 