
TD1 : éléments de Probabilité ; 
orrigépartielle.
3. Combinaison des probas. Soit un ensemble de lignes horizontales equidistant de 2a.Soit une barrette de taille 2a qu'on lan
e sur le plan. Démontrer que la probabilité quela barrette 
oupe une ligne est 2/π.L'état du batonet est dé
rit par deux variables : la position y de son 
entre et l'angle θque fait le batonnet ave
 l'horizontal. Sans perte de généralité, nous pouvons restreindre
y à [0, 2a], le reste est une répétition périodique de 
et évènement. Don
, nous 
onsidéronsque deux lignes, ave
 le 
entre de la barette tombant obligatoirement entre les deux.Supposons maintenant le 
entre de la barette tombé entre [0, a]. Il est évident qu'ilne peut pas 
ouper la ligne du haut. La 
ondition pour qu'elle 
oupe la ligne du basest θc ≤ θ ≤ π − θc où θc est l'angle que ferai le batonnet ave
 l'horizontal si sa pointetou
hait la ligne du bas. Nous voyons don
 que

sin θc =
y

aNous pouvons maintenant dé
omposer notre problème 
omme suit :Pr que le batonnet 
oupe une ligne = Pr(y < Y < y + dy)Pr(θc ≤ Θ ≤ π − θc) etil faut bien sûr sommer 
ette expression sur toute les valeurs possibles de y. Les deuxvariable Y et Θ sont uniforme : il n'y a au
une position ni angle parti
ulière. Don
,Pr(y < Y < y + dy) = (1/2a)dy(1/2a est la densité de probabilité de la variable Y ) . La même 
hose vaut pour θ :Pr(θ < Θ < θ + dθ) = (1/π)dθDon
 au �nal,Pr(
ouper) =

ˆ a

y=0

ˆ π−arcsin(y/a)

θ=arcsin(y/a)
(1/2a) (1/π) dθdy +

ˆ y=2a

y=a

ˆ

...

= 2(1/2a)(1/π)

ˆ a

0

(

π − 2 arcsin
y

a

)

dy

2a

Fig. 1: Di�érente 
on�guration de la barette.1



Voilà, arrivé là, nous avons �ni. Le travaille de dépouillement des probas est là. Lereste est un 
al
ul d'intégral, qui en l'o

uren
e on peut e�e
tuer exa
tement i
i, maisn'a pas plus d'intérêt que 
ela. Voyons 
ela de plus près : nous 
onnaissons la primitivede la fon
tion arcsin(x) en faisant une dérivation par partie :
ˆ

arcsin(x)dx = x arcsin(x) −
ˆ

x
√

1 − x2
dx

= x arcsin(x) −
√

1 − x2et don
, Pr(
ouper) =
2

π4. Combinaison des proba. Soit un sa
 
ontenant une proportion p de boules blan
hes.Nous faisons l'expérien
e suivante : nous tirons une boule, notons sa 
ouleur et le replaçondans le sa
 ; Nous réitérons 
ette expérien
e N fois. Quelle est la probabilité d'obtenir nboules blan
hes ? Quelle est la limite quand N → ∞,p → 0 mais Np → λ > 0 ?Nous avons vu que 
ette proba est
P (n) =

N !

n!(N − n)!
pn(1 − p)N−nNous savons que N est grand, n �ni, don
 nous avons, d'après la formule de Sterling

N !

(N − n)!
=

√
2πN

√

2π(N − n)

(N/e)N

((N − n)/e)N−nPour N → ∞, √
2πN

√

2π(N − n)
→ 1et nous n'avons plus à nous o

uper de 
e terme. Par ailleurs,

(N/e)N

((N − n)/e)N−n
=

(N/e)n(N/e)N−n

((N − n)/e)N−n

=

(

N

e

)n (

N

N − n

)N−nEt nous avons don

P (n) =

1

n!

(

pN

e

)n (

N − pN

N − n

)N−nNous utilisons maintenant le fait que pN = λ et que l'autre terme, si on l'arrange unpeu, prend la forme de (1 + x/M)M qui tend vers exp(x). Voyons 
e deuxième terme :
(

N − pN

N − n

)N−n

=

(

N − n + n − λ

N − n

)N−n

=

(

1 +
n − λ

N − n

)N−n

→ en−λau �nal nous obtenons don

P (n) =

λn

n!
e−λ
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