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Chapitre 3. Physique des Membranes 85
1. Introduction 85
2. Un exemple de membrane composite : les globules rouges 86
3. Introduction géométrique 88
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Chapitre 1

Physique à l’échelle de la cellule

1. Introduction

L’étude la cellule vivante ouvre des perspectives sur des systèmes organisés et régulés à l’échelle du µm
et en-deçà. À cette échelle, le mouvement brownien devrait dominer. On s’attendrait donc à ce que le désordre
thermique vienne gommer toute organisation submicronique. Il n’en est rien. La cellule vivante est en fait un
automate chimique parfaitement régulé par un jeu de protéines qui agissent de façon coordonnée. Ces protéines
orchestrent toutes les grandes fonctions physiologiques comme la nutrition, la locomotion ou la reproduction.

La cellule interagit avec son environnement. Pour le faire, elle couple une ou plusieurs chaı̂nes de régulation
biochimiques aux efforts mécaniques qui sont nécessaires au mouvement ou au changements de forme de la
cellule. Le processus de conversion des signaux extracellulaires en messages intracellulaires est appelé TRANS-
DUCTION. Parce qu’il y a mouvement, il y a force et donc consommation d’énergie. Le couplage entre les
efforts mécaniques et les efforts chimiques se fait par l’intermédiaire de protéines qui agissent comme bio-
capteurs très sophistiqués. Ceux-ci sont, en effet, capables de discriminer différents signaux et de les amplifier
de façon sélective. Pour fixer les idées, considérons l’endocytose comme l’une des fonctions fondamentales
(voir Figure 1).

(a) (b) (c)

FIGURE 1. Exemple d’endocytose à deux instants successifs. La cellule (une amibe) apparaı̂t
en vert, car des moteurs moléculaires de type Myosine ont été colorés en vert en les marquant
à la G.F.P (Green Fluorescent Protein). La figure (c) montre le cytosquelette d’une cellule
animale (kératocyte). (Sources G. Gerisch and G. Borisy)

L’endocytose définit le processus où une cellule internalise un élément nutritf ou pathogène : grâce à des
récépteurs diposés sur sa membrane cytoplasmique, la cellule reconnaı̂t l’élément. En changeant de conforma-
tion, ces récepteurs déclenchent une signalisation biochimique qui se traduit par l’invagination de la membrane
cytoplasmique. Le processus est dit actif, car il consomme de l’énergie. Le changement de forme de l’invagina-
tion est dû chez les cellules animales ou végétales à un réseau de filaments et de tubules appelés cytosquelette.
Il sert d’élément structurant à la cellule et de point d’appui pour le mouvement des organites à l’intérieur de
la cellule. Il faut donc disposer d’une source d’énergie nécessaire au remodelage permanent du cytosquelette
qui se polymérise et dépolymérise à une échelle de temps de l’ordre de la seconde en fonction des signaux
extérieurs. Il est associé au changemnent de forme, par exemple dans la mitose, ou à la production d’effort
mécanique, par exemple dans la contraction musculaire. Dans la phagocytose, l’invagination est directement
liée à la polymérisation du cytosquelette au voisinage du contact cellule-élément, ce qui permet à la cellule d’
entourer la particule qu’elle endocytera par la suite.
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C O M M U N I Q U E  D E  P R E S S E  

Division cellulaire 

Décryptage du « sens de l’orientation » des cellules  
A l’Institut Curie, deux équipes CNRS viennent d’apporter des informations cruciales sur le « sens de 
l’orientation » des cellules au moment de leur division. En effet, les cellules se divisent selon un axe 

qui va déterminer non seulement la position des cellules filles mais aussi leur contenu et donc leur 
devenir.  
Les chercheurs ont montré que l’orientation de la division est fonction des points d’ancrage de la 
cellule avec le milieu extérieur. Ils ont par ailleurs identifié une nouvelle molécule contrôlant la 

localisation de déterminants cellulaires à l’origine des divisions dites « asymétriques » donnant 
naissance à deux cellules différentes.  
Ces deux études publiées dans Nature Cell Biology d’octobre et novembre 2005 apportent un nouvel 

éclairage sur l’un des mécanismes essentiels de la vie cellulaire dont la dérégulation peut être à 
l’origine de cancers. 

La division est une étape essentielle de la vie de toute cellule : elle participe à la croissance de l’organisme, à 

la réparation de plaies ou d’infections et au renouvellement des cellules mortes. 250 000 millions de cellules 
sont en cours de division dans notre organisme à chaque instant, soit 250 000 millions de cellules mères qui 
s’apprêtent à former 500 000 millions de cellules filles.  

Or, à notre échelle, nous n’observons aucune modification. En effet, chaque cellule dès sa formation a une 
place bien déterminée. La cellule mère a une place donnée au milieu des autres cellules dans un tissu et, 
pour ne pas perturber cette organisation, les cellules filles auxquelles elle donne naissance sont, elles aussi, 
« bien rangées ». Ce positionnement très précis est indispensable pour maintenir la forme de nos tissus et de 

nos organes. Ce sont les contraintes induites par l’environnement qui influencent la division et le 
positionnement des cellules filles.  

Des « micro-pochoirs » pour contrôler l’adhésion des cellules 

Manuel Théry dans l’équipe CNRS de Michel Bornens
1
 a développé une approche originale pour étudier 

l’influence de l’espace et de ses contraintes sur la division des cellules adhérentes. En utilisant une technique 

de « micro-pochoir », il impose un même contour aux cellules tout en leur fournissant des zones d’adhésions 
différentes. Puis, il observe par vidéomicroscopie comment se divisent les cellules. Ces contraintes 
reproduisent les informations spatiales qu’une cellule est susceptible de « sentir » au sein d’un tissu.  

Grâce à cette approche, les chercheurs montrent pour la première fois le rôle déterminant des 
protéines d’adhésion dans l’orientation de la division cellulaire.  

Ainsi, la division de la cellule s’oriente en fonction de ses points d’adhésion avec l’environnement : la cellule 

peut adopter une même forme dans des « micro-pochoirs » distincts, mais comme cela implique des points 
d’adhésion différents, l’orientation de la division n’est pas la même. En effet, les points d’adhésion gouvernent 

la distribution du cytosquelette d’actine associé à la membrane cellulaire et imposent une orientation 
spécifique du fuseau : lorsque la cellule se divise, elle change radicalement de forme, mais conserve à sa 
surface la mémoire des points d’adhésion. C’est grâce à cette mémoire que le fuseau de division s’oriente.  

Cellule en division dans un « micro-pochoir » adhésif en forme de « L » 

 

A gauche, la cellule crée des points d'adhésion 
sur le « micro-pochoir ». 

Au centre, la cellule commence à se diviser : elle 
s’arrondit, mais garde une position fixe par 
rapport au « micro-pochoir », grâce aux fibres 
(non visibles) la reliant aux points d'adhésion.  
Les chromosomes s’alignent selon la bissectrice 
du L. 
A droite, les deux cellules filles se ré-étalent vers 
les points d'adhésion qu'avait créés la cellule 

mère, avant de terminer sa division. 
! Manuel Théry/Institut Curie 

                                                
1
 Equipe « Biologie du cycle cellulaire et de la motilité » dans l’UMR 144 CNRS/Institut Curie dirigée par Bruno Goud. 

FIGURE 2. Image d’une cellule organisant la symétrie de la mytose en fonction des symétries
du patron sur lequel elle est en adhésion. La cellule, colorée en rouge, sur la première image
est déposée sur un patron qui a la forme d’un L. Dans la deuxième figure, le fuseau mitotique
constitué principalement de microtubules organise son plan de symétries pour que les deux
pôles coı̈ncident avec le grand axe du patron adhésif. La dernière figure représente la dernière
phase où tous les chromosomes ont été séparés (D’après [?]). Cette expérience suggère que
la cellule est capable d’intégrer les symétries du patron adhésif afin d’organiser la division
cellulaire. Pour le faire, elle utilise des force mécaniques dont les symétries sont données par
celles du patron adhésif.

Les processus actifs sont propres aux systèmes vivants, et ils consituent une source d’inspiration pour
contruire des nano-machines moléculaires. Un processus est dit actif, car il utilise une énergie que la cellule est
capable de produire et de stocker elle-même sous forme chimique. Ces processus se démarquent des processus
passifs propres à une physique plus classique, c’est-à-dire ceux qui résultent de la minimisation d’une fonction
thermodynamique. Les moteurs moléculaires qui transforment une énergie chimique en une énergie mécanique
sont des exemples type de système actifs. Il sont à l’origine des forces mécaniques et des mouvements à l’échelle
cellulaire que nous introduirons dans ce premier chapitre.

La biologie moderne combine génie génétique, biochimie et vidéo de microscopie pour étudier ≪ la cellule
≫, considérée comme la plus petite unité autonome de la matière vivante. Il existe en fait plusieurs types de
cellules qui utilisent des stratégies différentes en fonction de leur spécificité. Il est donc plutôt préférable de
parler de modèles biologiques qui peuvent être des modèles de mammifères, comme le rat ou la souris, ou
des organismes unicellulaires : la levure S. cerevisiae, l’amibe Dictyostelium discoideum, le ver C. elegans
sont des exemples dont le génome est maintenant séquencé et qui permettent une ingénierie moléculaire à
l’échelle des protéines. En résumé, la biologie moderne approche la cellule la vivante comme une unité globale
où sont intégrées les différentes fonctions des organelles et des compartiments cellulaires. La compréhension
des systèmes biologiques peut donc bénéficier de notre capacité à analyser le contenu d’une cellule unique
(par opposition à des effets de moyenne sur des ensemble de cellules), voire de manipuler une macromolécule
unique dans une situation biologique.

Dans ce contexte, les nouvelles technologies nous permettent d’envisager des expériences quantitatives à
des échelles de taille et à des échelles de forces propres aux systèmes ou aux macromolécules biologiques. Les
échelles de longueur varieront ici de la vingtaine de nano-mètre au micron. Les forces seront souvent mesurées
en pN, échelle imposée par les fluctuation thermique puisque kBT = 4 pN.nm à température ambiante.

2. Mouvement et forces à l’échelle de la cellule

2.1. Bien distinguer les eukaryotes des bactéries. Attention les bactéries possèdent un cytosquelette avec
des éléments équivalents à l’actine et aux microtubules (Cf. [?]) Les bactéries sont donc pourvues d’une orga-
nisation spatiale interne et, malgré l’absence de compartiments définis par des membranes comme c’est le cas
dans les cellules eucaryotes, elles possèdent des régions fonctionnellement spécialisées.

2.2. Introduction. Un des éléments clefs intervenant au niveau du remodelage permanent d’une cellule
eukaryote est le cytosquekelette . Celui-ci joue le rôle d’un échafaudage polymère relativement rigide dont la
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FIGURE 3. Cellule dont les cytokelettes sont fluorescents grâce à l’ingénierie moléculaire. Les
microtubules entourant le noyau en bleu sont colorés en vert, alors que l’actine apparaı̂t en
rouge.

polymérisation et dépolymérisation est régulée de façon biochimique et mécanique. Il existe en fait ≪ des ≫ cy-
tosquelettes constitués soit de fibre d’actine, soit de filaments plus épais appelés microtubules, soit, enfin, de
filaments intermédiaires. Les techniques de fluorescence permettent d’imager ces structures en remodelage per-
manent (cf. Fig. 3). L’actine intervient principalement au niveau de l’adhésion et de la motilité cellulaire, alors
que les microtubules jouent un rôle très important dans la division cellulaire. Dans tous les cas, cet échafaudage
permet non seulement la transmission des forces mécaniques de part et d’autre de la cellule, mais il constitue
aussi un véritable réseau parcouru par des moteurs moléculaires qui assure le transport ferroviaire de lipides
et de protéines. Ces protéines motrices sont capables en changeant de conformation d’appliquer des forces de
l’ordre du pico-newton. Suivant qu’il s’agisse d’actine ou de microtubules, on distinguera deux familles de
protéines motrices. Pour l’actine, ce sont les myosines, alors que les kinésines sont impliquées pour le transport
et la contraction sur les microtubules.

2.3. Processus cellulaires impliquant les filaments d’actine. Les filaments d’actine permettent d’assurer
l’intégrité mécanique des cellules et ils sont à l’origine de la motilité cellulaire. Ces filaments en remodelage
permanent permettent aux cellules motiles de se déplacer par un mécanisme différentiel de polymérisation et
dépolymérisation au voisinage de la membrane cytoplasmique.

2.3.1. Nucléation et élongation des filaments d’actine.
2.3.2. Polymérisation et génération de force mécanique. Comment le filament d’actine peut-il croı̂tre tout

en poussant une membrane? Il existe plusieurs approches à ce problème. Comme point de départ, nous citons
[?] qui décrit un modèle de Brownian ratchet, par allusion à la machine thermique ratchet and pawl, c’est-à-
dire une roue à cliquets, de R. Feynman [?]. Les auteurs y envisagent un filament d’actine poussant une charge.
La charge, soumise au mouvement brownien, est gênée par le filament et diffuse donc préférentiellement dans
la direction opposée au filament. Lorsqu’une fluctuation thermique élargit suffisamment l’interstice entre le
filament et la charge, un monomère peut s’y introduire, décalant ainsi la charge vers la droite. Petit à petit, le
filament croı̂t et pousse la charge vers la droite. On peut alors définir une vitesse et établir la caractéristique
force-vitesse du moteur : la vitesse est toujours de la forme ??, mais kon et koff dépendront de la force :

k(f) = Ckon(f)− koff (f) (1)
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of the object but also the thermal motion of flexible elastic fil-
aments (Fig. 2C). When diffusion opens a gap between the end
of the polymer and an object, insertion of a subunit prevents the
object from reentering this space. The elongation rate of a sin-
gle filament against such a load is the elongation rate of a free
filament times the probability that a gap exists between the tip
and the load, which is given by the Boltzmann term e!"E/kT,
where "E is the energy required to create the gap, k is the Bolt-
zmann’s constant, and T is absolute temperature. Calculation

of the distribution of positions of the object over time gave a
logarithmic dependence of force (in the pN range) on the rate of
elongation (in the range of 0–110 subunits/s). The velocity
depends on actinmonomer concentration, elongation rate con-
stant, length of the filaments, and angle of incidence between
the filament and the barrier, with an optimum angle near 45°.
Remarkably filament growth and branching at the leading edge
of motile cells select filaments oriented at angles near 45° rela-
tive to the membrane (19). Note that long filaments buckle,
filaments parallel to the barrier exert no force, and bending of
filaments normal to the barrier opens only a small gap for elon-
gation. Langevin dynamics simulations (20) and Monte Carlo
simulations (21) confirmed the general features of the elastic
Brownian ratchet mechanism.
Physical Properties of Actin Filaments—Massive all-atom

MD simulations and normal mode analysis of coarse-grained
models (3) reproduced the observed stiffness of ATP- and
ADP-actin filaments. The !-helical DNase loop assumed for
ADP-actin has weaker short pitch interactions and no long
pitch interactions, accounting for the greater flexibility of ADP-
actin filaments. However, we do not understand how "-phos-
phate dissociation from filaments alters their structure and
influences subunit reactions at the ends.

Proteins That Regulate Actin Polymerization

Cells use dozens of proteins to regulate the time and place of
actin polymerization.Other proteins shape and reinforce struc-
tures composed of actin filaments. Here, we use two proteins

that direct actin assembly and one
that promotes disassembly to illus-
trate how modeling contributes to
research on actin-binding proteins.
Arp2/3 Complex—The Arp2/3

complex nucleates actin filaments
as 78° branches on the sides of pre-
existing actin filaments. Five pro-
tein subunits hold the two actin-re-
lated proteins, Arp2 and Arp3, close
together but separated enough to
prevent them from initiating an
actin filament. Kinetic simulations
(22) based on a partial set of rate
constants showed that the favored
pathway begins with a nucleation-
promoting factor such as WASp
binding actin and then the Arp2/3
complex. This ternary complex has
no nucleation activity until it binds
very slowly to the side of a filament.
Then, a daughter filament grows at
its free barbed end from the side of
the “mother” filament (Fig. 2).
Formins—Formins are homodi-

mers with multiple domains, includ-
ing forminhomology (FH)-2domains
that associate with barbed ends of
actin filaments (reviewed in Ref. 23).
Formins stimulate formation of un-

FIGURE 1. Ribbon diagram of the actin molecule based on Protein Data
Bank code 1ATN and a space-filling model of an actin filament. Numbers
1– 4 indicate the four subdomains. Images are from Ref. 51.

FIGURE 2. Biochemical mechanism of actin-based cellular motility. A, transmission electron micrograph of
the actin filament network at the leading edge of a keratocyte from the work of Svitkina and Borisy (unpub-
lished data). The cell was fixed while moving upward in this orientation. After removal of the plasma membrane
and soluble components, the branched actin filament network was rotary-shadowed. B, drawing of a motile
keratocyte. C, dendritic nucleation hypothesis for protrusion of the leading edge. A nucleation-promoting
factor (purple) brings together an ATP-actin monomer and the Arp2/3 complex. Binding of this inactive ternary
complex to the side of a pre-existing filament activates the formation of an actin filament branch, which grows
from the side of the mother filament at an angle of 78°. Thermal motion of the membrane (1) or the filament tip
(2) creates gaps between the barbed end of the filaments and the membrane, allowing actin subunits bound
to profilin to elongate the filaments and push the membrane by a Brownian ratchet mechanism. Capping
protein terminates elongation by blocking barbed ends. Hydrolysis of ATP bound to ATP-actin subunits (yel-
low) creates ADP-Pi-actin subunits (orange), which dissociate phosphate to become ADP-actin subunits
(maroon). ADF/cofilin targets ADP-actin filaments for severing and depolymerization. Profilin catalyzes
exchange of ADP for ATP on dissociated actin monomers, recycling ATP-actin for further rounds of polymeri-
zation. The image was modified from Ref. 51.

MINIREVIEW: Modeling of Actin Structures
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FIGURE 4. En A, vue par microscopie électronique d’un réseau d’actine branché au niveau
d’un lamellipode d’une cellule épithéliale de poisson (keratocyte). En B, schéma de la même
cellule montrant la direction du mouvement. En C, schéma du modèle de nucléation dentitrique
au niveau du bord cellulaire. Un facteur de nucléation associe un monomère d’actine chargé en
ATP avec un complexe Arp2/3. L’association de ce complexe sur le côté d’un filament d’actine
déjà existant entraı̂ne la croissance d’une nouveau filament avec un angle de 78 ˚ par rapport
au filament déjà existant. Des protéines coiffantes limitent l’élongation des filaments. Cette
structure est dynamique en raison de l’association de monomères d’actine au voisinage de la
membrane et de leur dissociation à une certaine profondeur. L’ensemble donne l’image d’un
tapis roulant, en anglais treadmilling, où les monomères d’actine constituant les filaments sont
progressivement hydrolysés avant d’être dissociés. L’association avec la cofiline et la profiline
permet de recharger le système en ATP au cours du cycle. D’après [?].

Une variante de ce modèle [?] propose d’introduire le bruit thermique dans l’énergie de courbure de la
pointe des filaments : le rôle de la fluctuation est alors de plier suffisamment le filament pour créer l’interstice
où s’attachera le monomère. L’article de revue [?] fait le bilan de ces diffÈrentes propositions.

Dans les deux cas, un travail mécanique est fourni, et la polymérisation d’actine donne l’énergie nécessaire :
il ne s’agit donc pas d’une hypothétique ≪ machine de Carnot monotherme ≫ , mais bien de mouvement
brownien ≪ rectifié ≫ par la polymérisation d’actine. Quel que soit le modèle, et sans calculer le détail de la
caractÈristique force-vitesse, il est facile de calculer une grandeur intéressante : la force d’arrêt, ou ≪ stall-force
≫, force maximale que peut fournir un filament.

Le travail à fournir pour insérer un monomère est FL, où F est la force donnée par le moteur et L la taille
du pas (taille du monomère). Le processus est thermiquement activé, c’est-à-dire que la fluctuation thermique
doit être d’ordre FL pour permettre la polymérisation. La vitesse de polymérisation s’écrit donc :

k = Ck0on exp

(
− FL
kBT

)
− k0off (2)

et

Fstall =
kBT

L ln

(
k0onC

k0off

)
(3)

Il s’agit d’une force de l’ordre du pN pour les concentrations usuelles. Remarquons que les constantes
cinétiques apparaissent sous la forme du quotient k0on/k

0
off qui est une constante thermodynamique (constante
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de la réaction ??). Fstall est donc une limite thermodynamique et non cinétique au mouvement. Elle corres-
pond simplement à la force dont le travail sur une distance L est égale à l’énergie libérée par la réaction de
polymérisation :

Fstall =
∆G

L (4)

Nous pourrions aussi considérer que la force, au lieu de défavoriser la polymérisation, favorise la dépolymérisation.
On aurait alors comme caractéristique :

k = Ck0on − k0off exp

(
FL
kBT

)
(5)

De façon générale, du moment que le rapport du taux de polymérisation et de dépolymérisation reste égal à
k0on/k

0
off , toute forme intermédiaire peut être envisagée, ainsi il existe une famille de caractéristiques possibles

quand a décrit [0, 1] :

V = Ck0on exp

(
−a FL

kBT

)
− k0off exp

(
(1− a)

FL
kBT

)
(6)

Dans tous ces cas, Fstall reste la même, donnée par la relation 3, même si le détail de la caractéristique
force-vitesse change légèrement selon le modèle.

Plusieurs objections ont été faites aux modèles de Brownian ratchet. Premièrement, la vitesse de crois-
sance du filament devrait dépendre de la constante de diffusion de la charge, ce qui n’est pas observé. Cette
objection est éliminée dans le cas où les fluctuations thermiques courbent les filaments au lieu de déplacer la
charge. Ensuite, dans certains cas, il a été mesuré que l’actine est fortement attachée à la charge, ce qui semble
incompatible avec le modèle, qui requiert l’existence d’un intervalle entre le filament et la charge. Le détail de
la liaison entre la pointe du filament et la charge, dans les cas biologiques où la charge est une membrane ou
une bactérie, est sans doute très complexe.

Le modèle de ... et de ... ne traite pas ces détails microscopiques mais considère l’actine comme un milieu
continu. Les auteurs montrent qu’à des temps suffisamment courts, la réponse du gel d’actine est élastique. On
peut donc lui attribuer un module d’Young (de l’ordre de 100 kPa) et les équations des milieux élastiques.

Ainsi, dans [?], on s’intéresse à des billes micrométriques dans une solution d’actine monomérique. Les
billes sont traitées avec des protéines adéquates permettant la polymérisation de l’actine en surface (système
biomimétique inspiré par la bactérie Listeria). Ainsi, couche après couche, un gel d’actine se forme à la surface
de la bille.

Chaque couche se dilatant sous la poussée des couches inférieures, les équations de l’élasticité prévoient
l’apparition d’un stress qui se traduit par une pression à la surface de la bille. Lorsque cette pression atteint une
certaine valeur seuil, la polymérisation s’arrête. L’épaisseur de la couche de gel sur la bille reste ainsi limitée.

Cette limitation de nature thermodynamique est en fait analogue à celle du Brownian ratchet : la dépolymérisation
équilibre la polymérisation dès lors que chaque filament d’actine plaqué contre la paroi doit supporter la force :

Fstall =
kBT

L ln

(
k0onC

k0off

)
(7)

Le problème étant transposé du filament individuel en milieu continu, on parle non de force mais plutôt de
pression de blocage, qui est la force de blocage divisée par la surface moyenne supportée par un filament (carré
de l’espacement moyen ζ des filaments dans le gel) :

pstall =
Fstall

ζ2
(8)

Pour des concentrations habituelles de filaments (taille de réseau de l’ordre de la dizaine de nm), pstall
est de l’ordre de 10 à 100 kPa. Autrement dit, l’actine est capable de croı̂tre contre une pression de 0.1 à 1
atmosphère.

2.4. Processus cellulaires impliquant les microtubules.
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Review
455

Figure 2. Actin Filament Elongation, ATP Hy-
drolysis, and Phosphate Dissociation

The EM shows an actin filament seed decor-
ated with myosin heads and elongated with
ATP-actin. The association rate constants
have units of !M"1 s"1. Dissociation rate con-
stants have units of s"1. The ratio of the disso-
ciation rate constant to the association rate
constant gives K, the dissociation equilibrium
constant with units of !M. Note that the equi-
librium constants for ATP-actin differ at the
two ends, giving rise to slow steady state
treadmilling. Hydrolysis of ATP bound to each
subunit is fast, but dissociation of the # phos-
phate is very slow. Modified from original art-
work by Graham Johnson in “Cell Biology”
by T.D. Pollard and W.C. Earnshaw, W.B.
Saunders, 2002.

appear to be an internal timer that indicates the age of doubt, many other proteins participate in the process,
but for purposes of simplicity, we will concentrate ona filament and triggers processes that disassemble actin

filaments in cells. ATP hydrolysis is irreversible (Carlier these core proteins (Figure 3).
et al., 1988) and fast with a half time of about 2 s (Blan-
choin and Pollard, 2002). Phosphate dissociation is A Quantitative Hypothesis to Explain the Properties

of the Leading Edgemuch slower with a half time of 350 s (Carlier and Panta-
loni, 1986), so ADP-Pi-actin is a relatively long-lived in- The behavior of the actin filament network at the leading

edge poses several key questions. How do actin fila-termediate in freshly assembled filaments. Every known
property of ADP-Pi actin is identical to ATP-actin. ADP- ments grow fast? How do cells initiate and terminate

the growth of new filaments? How do actin filamentsactin subunits dissociate faster from the barbed end
than ATP-actin subunits, but both ATP- and ADP-actin push forward the membrane at the leading edge? How

are proteins in the actin filament network recycled? Howdissociate slowly at the pointed end (Pollard, 1986). A
consequence of these kinetic constants is that in the do environmental and internal signals control these re-

actions? Answers to these questions are provided insteady state, ATP-actin associates at the barbed end
and ADP-actin dissociates from the pointed end, leading this review by the dendritic nucleation/array treadmilling

hypothesis (Figure 3). Cells contain a pool of unpolymer-to very slow treadmilling of subunits from the barbed
end to the pointed end, which has now been visualized ized actin monomers bound to profilin and sequestering

proteins such as thymosin-$4. New filaments arise whendirectly by fluorescence microscopy (Fujiwara et al.,
2002b). ATP hydrolysis in the filament is essential to signaling pathways activate nucleation-promoting factors

such members of the WASp/Scar family of proteins. (Themaintain treadmilling.
The key point related to cellular motility is that pure first family member discovered, WASp, is the product

of the gene mutated in a human bleeding disorder andactin filaments, at steady state in vitro under physiologi-
cal ion conditions but in the absence of regulatory pro- immunodeficiency, Wiskott-Aldrich Syndrome [Rengan

et al., 2000]). Active nucleation-promoting factors thenteins, treadmill very slowly whereas cells can advance
quickly. In the steady-state, growth at the barbed end stimulate Arp2/3 complex to initiate a new filament as

a branch on the side of an existing filament. Fed byis limited by dissociation at the pointed end, which is
!0.2 s"1, which corresponds to 0.04 !m/min, in contrast actin-profilin from the subunit pool, new branches grow

rapidly and push the membrane forward. Each filamentto keratocytes or “rocketing” microbes, which can move
at 10 !m/min, more than two orders of magnitude faster. grows only transiently, since capping proteins terminate

growth. Actin subunits in this branched network hydrolyzeTherefore, regulatory proteins are required to explain
the physiological behavior. their bound ATP quickly but dissociate the #-phosphate

slowly. Dissociation of #-phosphate initiates disassem-Cells are endowed with a rich variety of actin binding
proteins, falling into more than 60 classes (Pollard, bly reactions by inducing debranching and binding of

ADF/cofilin, which, in turn, promotes severing and disso-1999). Actin and a limited subset of actin binding pro-
teins can reconstitute bacterial motility in a purified sys- ciation of ADP-subunits from filament ends. Profilin is

the nucleotide exchange factor for actin, catalyzing ex-tem (Loisel et al., 1999). These proteins are actin, ADF/
cofilin (Bamburg et al., 1999), capping protein (Cooper change of ADP for ATP and returning subunits to the

ATP-actin-profilin pool, ready for another cycle of as-and Schafer, 2000), Arp2/3 complex (Pollard and Beltz-
ner, 2002), an activator of Arp2/3 complex (Weaver et sembly. In addition to their role in recycling actin sub-

units during steady state movement, ADF/cofilins mayal., 2003), and profilin (Schluter et al., 1997). Without

FIGURE 5. L’actine globulaire, ou actine
G, s’assemble en actine fibreuse ou fila-
menteuse (actine F) par un système de
clef-serrure. La polymérisation est direc-
tionnelle et réversible. La structure du fi-
lament formé est hélical avec un pas de
77nm contenant 14 paires de dimères.
Le diamètre des filaments varie entre 6 et
7nm. Un filament est une structure rela-
tivement rigide qui possède un élasticité
de flexion. Chaque monomère d’actine
contient une molécule d’ATP fixée au mo-
ment de la polymérisation. Au fur et à
mesure que le filament se polymérise,
l’ATP fixé au coeur d’une molécule se
transforme en A.D.P., ou adenosine di-
phosphate, avec l’un des phosphates libéré
en solution. L’hydrolyse de l’ATP le long
des filaments conduit à une asymétrie chi-
mique entre les deux bouts, qui peuvent
alors se polymériser et dépolymériser avec
des taux différents.

2.5. Pour les moteurs voir[?][?][?].

2.6. La contraction musculaire : le couple actine-myosine. Pour son intérêt physiologique évident, l’un
des premiers modèles biologiques étudié concerne le problème de la contractilité cellulaire des muscles striés,
c’est-à-dire des muscles reliant les os. Les fibres musculaires sont faites d’unités contractiles appelées sar-
comères constitué de filaments. Sous l’action d’un potentiel d’action qui conduit à une libération des ions
calcium dans le cytoplasme à partir des citernes du reticulum sarcoplasmique, ces filaments glissent l’un par
rapport à l’autre. Le relarguage des ions calcium ne dure que quelques millisecondes et celui-ci est à nouveau
pompé dans les citernes une fois passé le potentiel d’action. On distingue un filament épais constitué princi-
palement de protéines de type myosine et un réseau constitué d’actine sous forme filamenteuse. Là encore,
le processus est actif car il nécessite l’hydrolyse de l’ATP (adénosine triphosphate) qui convertit une énergie
chimique en une énergie mécanique. Sans cette énergie chimique, transformée sous forme mécanique par un
véritable moteur à 4 pas, la contraction musculaire est impossible et l’unité devient rigide.

L’activité contractile est essentiellement due à deux protéines remarquables qui forment l’une des combi-
naisons locomotrices les plus étudiées à ce jour. D’une part, l’actine globulaire, ou monomérique, s’assemble
en dimères pour former des filaments toronnés à deux brins (Cf. Fig. 2.6). La polymérisation de ces filaments
est régulée in vivo par un jeu complexe de protéines et il est possible de bloquer la polymérisation par un poison
fongique comme la cytochalasine B.

Pour mise à jou sur les protéines coiffantes voir : [?][?]
Dans les muscles, l’actine s’associe avec une autre protéine, la myosine conventionnelle, pour former

des sarcomères. La structure typique d’une myosine est représentée en Fig. 6. Deux bulbes d’environ 16nm
constituent les têtes de myosine. Ces têtes forment le domaine moteur qui s’associent à l’actine ou à d’autres
nucléotides. Une charnière relie chaque tête hydrophyle à la queue plus hydophobe dont la longeur est environ
110nm. Cette charnière agit comme un bras de levier lorsque qu’un molécule d’ATP est fixée. Les myosines
sont capables de s’auto-assembler en tressant leur queue entre elles pour former des filaments épais dont la
longueur varie entre 1.5 à 5µm.

Les têtes de myosine peuvent être en contact avec les filaments d’actine. On pense que ce contact est
alternatif et qu’une seule des têtes n’est en contact. Sous l’action conjuguée de l’hydrolyse de l’ATP et du
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(a) (b)

FIGURE 6. (a) : Structure schématique d’une myosine conventionnelle. Aux extrémités N-
terminales des chaı̂nes lourdes sont fixées deux chaı̂nes légères de 88nm. On a représenté en
(b) la structure de la myosine interprétée à partir des données cristallographiques. La partie dis-
tale de la myosine contient une hélice α exceptionnelement longue. Cette partie de la molécule
agit comme un bras de levier amplifiant les changements de conformation se produisant au site
de fixation du nucléotide. Celui-ci a lieu à chaque changement de ligand.

calcium, la charnière localisée au niveau des têtes subit une flexion de son articulation et elle fait coulisser les
deux filaments l’un sur l’autre comme illustré en Fig. 2.6. En présence d’ions calcium, les têtes de myosines
contenant de l’ATP se lient en effet aux filaments d’actine. Elles deviennent alors des enzymes qui hydrolysent
l’ATP et la liberation d’une phosphate inorganique change la courbure des charnières. Cela permet aux filaments
d’actine de glisser enfin par rapport au filament central de myosine.

2.7. Modèle mécano-chimique. Nous pouvons maintenant donner une image physique de la contraction
des têtes de myosine comme un modèle mécano-chimique[?] à 4 états, ou ≪ power-stroke ≫ dans la littérature
anglo-saxone[?, ?, ?, ?]. L’état de plus haute énergie est l’état où l’ATP est lié à la myosine. Cet état in-
termédiaire provient d’un mécanisme clef-serrure, mais la clef ne s’ajuste pas parfaitement à la serrure : le
système est dans un état de stress qu’il va chercher à évacuer. Nous le représentons comme un ressort com-
pressé. L’état de plus basse énergie est l’état où l’ATP est hydrolysé en ADP et Pi et où les deux molécules sont
relarguées en solution. Nous le représentons par un ressort détendu. Le mouvement d’une des têtes de myosine
correspond à un cycle de compression et d’extension. Pour me mouvement coordonné des deux

(1) La tête est liée à l’actine. Elle n’est pas liée à la molécule d’ATP.

(2) La molécule d’ATP se lie à la tête. Il en résulte un changement de conformation. Le lien entre la tête
de la myosine et le filament d’actine est affaiblit et la liaison se rompt.

(3) La molécule qui est dans son état d’énergie maximale, car le ressort est comprimé, passe dans une
configuration plus basse en ramenant le ressort à sa longueur naturelle. L’ATP est hydrolysé lorsque
la myosine est détachée de l’actine. La tête est alors dans un état relaxé et elle peut, sous l’effet des
fluctuations thermiques, chercher le site suivant où elle peut s’accrocher.

(4) Une fois la tête accrochée sur le nouveau site, le produit ADP + Pi est relâché. La tête cherche à
se raidir et en se raidissant elle applique une force de cisaillement dans la direction parallèle aux
filaments. Le filament d’actine est alors tiré vers l’arrière avec un pas de 36 nm.
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FIGURE 7. Structure d’une unité élémentaire d’un muscle. Un filament épais formés par les
tresses des queues de myosines est entourés de 6 filaments d’actine. L’entrainement forcé des
filaments d’actine vers le milieu de la tige des myosines tire les points d’ancrage A et B l’un
vers l’autre. (D’après [?]).

26 3 Self-organization and cooperativity of weakly coupled molecular motors

asymmetric potential, Fig. 3.1. In this model we assume only a conforma-
tional change which leads to the power stroke of the motor. Any other con-
formational change is considered instantaneous when compared to chemical
reaction times of the order of milliseconds.

ATP

ATP ADP P

P ADP

ADP

BindingUnbinding Diffussion Power stroke

(a)

(b)

(c) α1 β2

β1α2

Fig. 3.1. Equivalence between a molecular motor cycle (a) and the two state model (b-c)
explained in the text.

In Fig. 3.1 we schematically show the equivalence between a motor cycle
and the two state model. Initially, the motor is attached to the filament in
what is called ”rigor state” until a molecule of ATP binds to the motor, which
detaches from the filament and hydrolyzes the ATP molecule,

ATP ! ADP+P, (3.3)

this reaction represents the transition from the bound state (1) to the unbound
state (2). Associated to this reaction there is a chemical potential difference
∆ µ ≡ µAT P − µADP − µP which measures the free-energy change per ATP
consumed. At the unbound state, when a phosphate molecule P is released
the motor attaches to the filament and performs the power stroke after the
molecule of ADP is released. The transition from the unbound state (2) to the
bound state (1) is thermal (passive),

M−ADP−P ! M+ADP+P. (3.4)

FIGURE 8. Schéma représentant les quatre temps du moteur à myosine. Au temps 1, la tête
est liée au filament d’actine. La molécule d’ATP vient se fixer sur elle. Cette liaison implique
un stress que la molécule évacue en se détachant du filament. l’hydrolyse de l’ATP a alors lieu.
La molécule est alors dans un état transitoire où elle peut chercher le site suivant le long du
filament d’actine sur lequel elle va se fixer. Une fois fixée, elle relargue l’ADP. Ce relarguage
introduit de nouveau un stress que la molécule évacue en tirant le filament d’actine vers
l’arrière.

Dans chaque état i = 1, . . . , 4 le système est en équilibre caractérisé par une énergie Gi. Les taux de
transitions ωi,j entre les états i et j obéissent alors au principe du bilan détaillé

ωi,j

ωj,i
= exp (Gi −Gj)/kBT) (9)
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Les étapes de 1 à 4 définissent un modèle de roue à cliquet actionnée par l’hydrolyse de l’ATP, dont l’énergie
est directement utilisée sous forme mécanique. Contrairement aux moteurs étudiés en thermodynamique qui
fonctionnent ente deux sources de chaleur, le moteur biologique est isotherme et il alterne entre les quatre
niveaux de la figure 2.7.

Afin de mieux comprendre comment un modèle de cliquet peut générer un mouvement directionnel, il est
utile de considérer un système à deux niveaux où de l’énergie est injectée de l’extérieur. . Dans les configurations
2 et 3, les têtes de myosine sont faiblement liées à l’actine. Nous choisissons ce niveau d’énergie comme
référence : il correspond au niveauW2,3 de la figure 2.7-b. Par définition,W2,3 est indépendant de la coordonnée
relative x de la tête de myosine par rapport au filament d’actine. Dans l’autre cas de figure où la molécule est
liée au filament, le potentiel est W1,4. Les filaments d’actine ayant une structure polaire, le potentiel W1,4 brise
la symétrie droite-gauche. Dans ce modèle, la position de la tête de myosine est représentée par une particule
hypothétique qui alterne entre les deux niveaux W1,4 et W1,3.

2.8. Cliquet thermique 1. Le cliquet thermique le plus simple est celui où un générateur extérieur fournit
une énergie en changeant le potentiel vu par la particule. Supposons que cette variation soit alternative avec
pour demi-période T . le potentiel est donc

W =W1,4(x) si 0 ≤ t < T

W =W2,3(x) siT ≤ t < 2T
(10)

Pendant la première demi-période, la particule est libre de diffuser sur l’axe. De nouveau, la conservation de la
matière entraı̂ne l’équation :

∂tP + ∂xJ = 0 (11)
où P (x, t) est proportionnel à la concentration et où J(x, t) est le courant. Pour définir J(x, t) nous introduisons
une mobilité µ. Ce paramètre est constante phénoménologique caractéristique du système étudié et dont la
valeur est mesurée dans les expériences. En présence d’un potentiel W (x), J(x, t) est la somme du courant de
diffusion et du courant dû à la force F = −dW/dx :

J(x, t) = µ [−kBT∂xP − P∂xW ] (12)

Lorsque W (x) est constant, les deux équations (11) et (12) donnent l’équation de diffusion à laquelle satisfait
P (x, t) :

∂tP = µkBT∂x2P (13)
On retrouve le mouvement brownien avec la solution pour la diffusion à partir d’une source ponctuelle (une
dimension) :

P (x, t) =
1√
4πDt

exp
[
−x2/4Dt

]
avecD = µkBT (14)

3. La division cellulaire : le couple microtubule - kinésine

Un autre couple possédant une propriété locomotrice remarquable est le système kinésine - microtubule.
La structure de la kinésine est similaire à celle des myosines (Cf. Fif 6). Les deux têtes de cette protéines lui
permettent de se déplacer le long des microtubules qui sont des filaments polymères construit à partir de sous-
unités α et β de tubuline (Cf. Fig. 9). Au sein de la cellule, les microtubules et les kinésines ont une fonction
très importante, car elles permettent d’organiser la division cellulaire. Nous verrons plus loin comment les
manipulations de micromécanique ont permis de déterminer les caractéristiques de ces moteurs moléculaires.
Par exemple, Les kinésines ≪ marchent ≫ le long des microtubules avec un pas de 8nm et la vitesse avec
laquelle elles se déplacent dépend de la concentration d’ATP disponible en solution.

4. Life at low Reynolds number : le rêve des nanotechnologues

Il serait difficile de faire mieux que l’article d’E.PM. Purcell[?] et cette section ne présente que vue très
sommaire de la richesse du problème. Les mouvements cellulaires sont amples et majestueux. Il n’ont que peu
de ressemblance avec notre expérience quotidienne car l’inertie n’est pas pertinente à cette échelle. Ce domaine
est celui de l’hydrodynamique à petits nombres de Reynolds.
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(a) (b)

FIGURE 9. La figure (a) représente comment les deux sous-unités α et β s’assemblent pour
former des dimères. A leur tour, ceux-ci s’auto-assemblent de façon latérale pour former des
protofilaments. Une microtubule est constituée de treize protofilaments qui s’assemblent dans
une structure cylindrique creuse de 28nm de diamètre avec un canal de 14nm. L’assemblage
est tel que la structure possède une périodicité hélicoı̈dale de 40nm. Les protéines associées
aux microtubules s’appellent les MAP, pour ≪ microtubules associated proteins ≫ et elles oc-
cupent les sillons.

FIGURE 10



4. LIFE AT LOW REYNOLDS NUMBER : LE RêVE DES NANOTECHNOLOGUES 17
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Life at Low Reynolds Number

E.M. Purcell

Lyman Laboratory, Harvard University, Cambridge, Mass 02138

June 1976

American Journal of Physics vol 45, pages 3-11, 1977. 

Editor's note: This is a reprint of a (slightly edited) paper of the same title that appeared in the book Physics and Our World: A 

Symposium in Honor of Victor F. Weiskopf, published by the American Journal of Physics (1976). The personal tone of the original 

talk has been preserved in the paper, which was itself a slightly edited transcript of a tape. The figures reproduce transparencies 

used in the talk. The demonstration involved a tall rectangular transparent vessel of corn syrup, projected by an overhead projector 

turned on its side. Some essential hand waving could not be reproduced. 

This is a talk that I would not, I'm afraid, have the nerve to give under any other circumstances. It's a story I've been saving up to 

tell Viki. Like so many of you here, I've enjoyed from time to time the wonderful experience of exploring with Viki some part of 

physics, or anything to which we can apply physics. We wander around strictly as amateurs equipped only with some elementary 

physics even if we don't throw much light on the other subjects. Now this is that kind of a subject, but I have still another reason for 

wanting to, as it were, needle Viki with it, because I'm going to talk for a while about viscosity. Viscosity in a liquid will be the 

dominant theme here and you know Viki's program of explaining everything including the height of mountains, with the elementary 

constants. The viscosity of a liquid is a very tough nut to crack, as he well knows, because when the stuff is cooled by merely 40 

degrees, its viscosity can change by a factor of a million. I was really amazed by fluid viscosity in the early days of NMR, when it 

turned out that glycerin was just what we needed to explore the behavior of spin relaxation. And yet if you were a little bug inside 

the glycerin looking around, you wouldn't see much change in your glycerin as it cooled. Viki will say that he can at least predict 

the logarithm of the viscosity. And that, of course, is correct because the reason viscosity changes is that it's got one of these 

activation energy things and what he can predict is the order of magnitude of the exponent. But it's more mysterious than that, Viki, 

because if you look at the Chemical Rubber Handbook table you will find that there is almost no liquid with viscosity much lower 

than that of water. The viscosities have a big range but they stop at the same place. I don't understand that. That's what I'm leaving 

for him. 

Now, I'm going to talk about a world which, as physicists, we 

almost never think about. The physicist hears about viscosity in high 

school when he's repeating Millikan's oil drop experiment and he 

never hears about it again, at least not in what I teach. And 

Reynolds's number, of course, is something for the engineers. And 

the low Reynolds's number regime most engineers aren't even 

interested in--except possibly chemical engineers, in connection 

with fluidized beds, a fascinating topic I heard about from a 

chemical engineering friend at MIT. But I want to take you into the 

world of very low Reynolds number--a world which is inhabited by 

the overwhelming majority of the organisms in this room. This 

world is quite different form the one that we have developed our 

intuitions in. 

I might say what got me into this. To introduce something that will 

come later, I'm going to talk partly about how microorganisms 

swim. That will not, however, turn out to be the only important 

question about them. I got into this through the work of a former 

colleague of mine at Harvard, Howard Berg. Berg got his Ph.D. 

with Norman Ramsey, working on a hydrogen maser, and then he 

went back into biology, which had been his early love, and into 

cellular physiology. He is now at the University of Colorado at 

Boulder, and has recently participated in what seems to me one of 

the most astonishing discoveries about the questions we're going to 

talk about. So it was partly Howard's work, tracking E. coli and 

finding out this strange thing about them, that got me thinking about 

this elementary physics stuff. 

Well here we go. In Fig. 1., you see an object which is moving through a fluid with velocity v . It has dimension a. In Stoke's law, 

FIGURE 11. Importance de la viscosité

Le nombre de Reynolds R est défini en fonction du rapport des forces d’inertie est des efforts visqueux.
Soit a ≈ 10µm la taille caractéristique d’un objet de déplaçant dans un fluide de viscosité η. Si ρ est la densité
du fluide, on définit le rapport sans dimension (on définit aussi la viscosité cinématique νη/ρ)

R =
avρ

η
(15)

dont l’ordre de grandeur permet d’établir le régime où la viscosité domine. Voici quelques ordres de grandeur :
— νeau = 10−2 cm2.s−1.
— R ≃ 10−2 cellule de sperme.
— Sang ≃ 102 (aorte 103).
— Vous (et moi) 106

— Pétrolier > 1010.
Soit alors un objet taille L, de densité ρp soumis à une force F . Le fluide est de l’eau et le corps se déplace

à une vitesse constante sous l’action d’une force F . Mais à t = 0, la force est nulle : quelle est alors sa longueur
d’arrêt ?

L’équation de la dynamique est a priori simple et nous supposons un frottement visqueux donné par la loi
de Stokes :

d2x

dt2
− 6π

ηρeL

ρpL3

dx

dt
= 0 (16)

qui permet de dégager le temps caractéristique d’arrêt :
1

τ
= 6π

ηρeL

ρpL3
(17)

soit
τ = R taille

vitesse
(18)

La valeur numérique de la distance d’arrêt obtenue en multipliant le temps d’arrêt par l’ordre de grandeur de la
vitesse originale est intéressante :
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it about 0.6 microsec to slow down. I think this makes it clear what 

low Reynolds number means. Inertial plays no role whatsoever. If 

you are at very low Reynolds number, what you are doing at the 

moment is entirely determined by the forces that are exerted on you 

at that moment, and by nothing in the past. 

It helps to imagine under what conditions a man would be 

swimming at, say, the same Reynolds number as his own sperm. 

Well you put him in a swimming pool that is full of molasses, and 

the you forbid him to move any pare of his body faster than 1 

cm/min. Now imagine yourself in that condition; you're under the 

swimming pool in molasses, and now you can only move like the 

hands of a clock. If under those ground rules you are able to move a 

few meters in a couple of weeks, you may qualify as a low 

Reynolds number swimmer. 

I 

want to talk about swimming at low Reynolds number in a very general way. What does it mean to swim? Well, it means simply 

that you are in some liquid and are allowed to deform your body in some manner. That's all you can do. Move it around and move it 

back. Of course, you choose some kind of cyclic deformation because you want to keep swimming, and it doesn't do any good to 

use a motion that goes to zero asymptotically. You have to keep moving. So, in general, we are interested n cyclic deformations of a 

body on which there are no external torques or forces except those exerted by the surrounding fluid. In Fig. 5, there is an object 

which has a shape shown by the solid line; it changes its shape to the dashed contour and then it changes back. When it finally gets 

back to its original shape, the dotted contour, it has moved over and rotated a little. It has been swimming. When it executed the 

cycle, a displacement resulted. If it repeats the cycle, it will, of course, effect the same displacement, and in tow dimensions we'd 

see it progressing around a circle. In three dimensions its most general trajectory is a helix consisting of little kinks, each of which 

is the result of one cycle of shape change. 

FIGURE 12. Cycle asymétrique pour le mouvement permettant la nage dans la limite des petits
nombre de Reynolds.

— Bactérie : ≃ 10−6 (soit une distance d’arrêt de d < 1Å)
— Pétrolier, soit une distance d’arrêt 105 km (... ne jamais écrire cette loi pour un objet macroscopique,

car la turbulence modifie de façon très pertinente le frottement visqueux).
Dans ce régime, l’équation de Navier-Stokes est aussi simplifiée (mais attention, le conditions aux limites

rendent souvent le calcul difficile). Le temps d’établissement du régime stationnaire est si petit que le champ
de vitesse v(x, t) est stationnaire à toutes fins utiles. Les termes de convection sont aussi négligeables.

∇p+ η∇2v = ρ
∂v

∂t
+ ρ (v.∇)v = 0 (19)

Le temps n’intervient pas de façon explicite et symétrie t → −t. Les équations sont identiques si l’on
renverse le signe du temps. Les mouvements avant et arrière ont donc des effets strictement opposés. On ne
peut pas nager avec un seul degré de liberté, car ce que l’on gagne sur un 1/2 cycle est perdu au cours du 1/2
cycle suivant ! Il faut 2 degrés de liberté (donc 2 bras !) et il faut parcourir un cycle asymétrique comme le
montre la fig. (4) :

REMARQUE. Il est intéressant de comparer deux temps caractéristiques :

(1) le temps caractéristique de mélange à vitesse v sur une distance l : l/v.

(2) le temps caractéristique de diffusion pour explorer un région de taille l (D ≃ 10−5 cm2.s−1.) : l2/D

Conséquence : le temps caractéristique lié à la diffusion est beaucoup plus petit que le temps caractéristique de
mélange. À l’échelle cellulaire, mélanger ne sert à rien, il suffit d’attendre pour manger.

4.1. Mouvement des bactéries. ≪ E. Coli, a self-replicating oblect only a thousand millimeter in size, can
swim 35 diameters a second, taste simple chemical in its environment, and decide wether life is getting better
or worse ≫. H. Berg, Physics Today, janvier 2000.

Esherichia Coli est une bactérie de forme cylindrique qui vit dans nos estomacs. Elle se déplace et pour
se nourrir et elle répond à un gradient d’espèce chimique. Elle possède un ensemble de filaments de structure
hélicale reliées au corps cellulaire par de véritables moteurs moléculaires rotatifs. On doit à H. Berg[?, ?]
d’avoir démontré que cette rotation des filaments rigides engendrait un effet analogue à celui d’une hélice d’un
navire et que cette rotation était réversible dans sens ou dans un autre. L’ensemble du filament et de son moteur
définit une flagelle dont le diamètre n’excède pas 50nm (voir Fig. ??). La rotation peut donc être horaire
soit anti-horaire à une vitesse atteignant 100Hz. Cela permet à la bactérie de nager sur une distance égale
à 60 fois sa longueur en une seconde. Sa vitesse est donc bien supérieure à la vitesse de tous les animaux à
l’échelle humaine. Lorsque la rotation des flagelles a lieu dans le sens horaire, les filaments forment une tresse
et la rotation des flagelles entraı̂ne un mouvement continu de la bactérie vers l’avant. Au contraire, lorsque les
moteurs tournent dans le sans anti-horaire, les mouvements des flagelles ne sont plus coordonnées et la bactérie
a un mouvement de culbute qui lui permet de changer de direction. Le mouvement des moteurs est dû à un flux
de protons de l’extérieur vers l’intérieur. Une rotation nécessite environ 1000 protons et celle-ci est assuré par
un corps basal enfoui sous la membrane plasmique 1. Tout comme les machines rotatives artificielles, le corps
basal est constitué d’anneaux externes qui jouent le rôle de stator et qui permettent de stabiliser l’ensemble,
alors que la rotation est assuré par des anneaux internes qui jouent le rôle de rotor. Une quarantaine de gènes
sont requis pour l’assemblage de cette machine moléculaire.

Le mouvement de ces bactérie est donc une succession de lignes droites, les ≪ runs ≫ en anglais, et de
réorientations, ou ≪ tumbles ≫ . Ce mouvement est bien décrit par une marche au hasard à laquelle on peut

1. La triple structure de la membrane composite est caractéristique des bactéries Gram-négatives. Chez les bactéries Gram-
positives, la double couche est directement liée à un réseau de peptidoglycan tri-dimensionnel.
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progeny of a single cell soon populate the entire plate.

A fully functional cell line, or strain, found in the wild is called a wild type. If a mutant cell is found that is 
missing a particular function, the gene carrying the mutation is named for that missing function. For 
example, a  gene is one encoding a protein (polypeptide) required for motaxis. A cell with such a 
defect makes flagella and swims, but it does not respond normally to chemical stimuli. The first gene of this 
type to be identified is called  (in italics), the second is called , and so on through the alphabet. 
When the protein encoded by the gene is identified, it is called CheA (capitalized and in roman type).

Genetic analysis

che che

cheA cheB

In bacterial chemotaxis, besides the  genes, we encounter  genes, so named for their defects in the 
synthesis of gella (these genes are now called , , , or , because there turned out to be more than 
26). There are also  genes, named for defects in ility, or generation of torque. And there are a variety 
of genes that specify specific chemoreceptors; one, for example, , is a gene encoding the chemoreceptor 
Tar, which is so named because it mediates axis toward the amino
acid spartate and away from certain epellents. The soft-agar plate shown in box 2 was inoculated with 
wild-type cells at the top, cells of a (the  stands for erine) strain at the right, cells of a strain at the 
bottom, and cells of a smooth-swimming strain at the left.

che fla
fla flg flh fli flj

mot mot
tar

t
a r

tsr s s tar 
che

Three-cell cluster of . The cell bodies are about 1

m in diameter and 2 m long, but they appear fatter because of the electron-
dense stain of phosphotungstic acid that was used to prepare the cells for 
transmission electron microscopy. The flagellar filaments have a wavelength of 
about 2.3 m but are distorted by interactions with the substrate. The filaments 
are 23 nm thick. (Image by Chi Aizawa, Teikyo University.)

Figure 1. Motile bacteria.

Left: Salmonella typhimurium µ

µ

µ

 

Scale drawing of , showing one flagellum, truncated, and three porins (protein channels that allow the entry 

of water-soluble nutrients). A typical cell has up to six flagella and hundreds of porins. The cell body is 2 m long; the multilayered wall 

is about 30 nm thick.  The outer membrane is made of polysaccharides and lipids, with the sugar chains pointing outward. The inner 
membrane’s phospholipid bilayer core resembles the membranes that enclose human cells. This membrane is traversed by proteins 
involved in sensory transduction and in transporting materials and harvesting energy. It constitutes the main permeability barrier that 
enables the cell to retain the chemicals that make up the cytoplasm—DNA, RNA, proteins, and various water-soluble molecules of 
lower molecular weight. 

Above: Escherichia coli

µ
17

Between the inner and outer membranes is a porous, gauzelike layer of peptidoglycan (polysaccharide chains cross-linked by 
peptides), which gives the cell its rigidity and cylindrical shape. When the assembly of this polymer is blocked by an antibiotic such as 
penicillin, a growing cell cannot cope with the high osmotic pressure of its cytoplasm, and it blows up. The intermembrane space, the 
periplasm, contains a variety of proteins that either bind molecules that interest the cell (such as sugars) or destroy molecules that 
pose a threat (such as foreign DNA). 
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(a)

The flagellum is an organelle that has three parts (as figure 2 shows). There is a basal body consisting of a 
reversible rotary motor embedded in the cell wall, beginning within the cytoplasm and ending at the outer 
membrane. There is a short proximal hook, which is a flexible coupling or universal joint. And there is a long 

helical filament, which is a propeller. Torque is generated between a stator connected to the rigid 
framework of the cell wall (to the peptidoglycan) and a rotor connected to the flagellar filament. The proteins 
MotA and MotB are thought to constitute the elements of the stator; FliF, G, M, and N (the MS and C rings) 
those of the rotor; FlgB, C, F, and G those of the drive shaft; and FlgH and I (the L and P rings) those of the 
bushing that guides the driveshaft out through the outer layers of the cell wall.

The flagellum

4

Figure 2. Bacterial motor and drive 
train.

 Rotationally averaged reconstruction 

of electron micrographs of purified hook-basal 
bodies. The rings seen in the image and 

labeled in the schematic diagram are 

the L ring, P ring, MS ring, and C ring. (

.)

Above:

) (right
Digital 

print courtesy of David DeRosier, Brandeis 
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The proteins that make up the flagellum are present in multiple copies. For example, there are about 5000 
molecules of FliC (also called flagellin) per helical turn of the filament, which can have as many as six turns. 
The MS, P, and L rings each contain about 26 copies of FliF, FlgI, and FlgH, respectively. There appear to 
be eight stator elements (complexes of MotA and MotB), each of which exerts a similar force.

If one fixes a wild-type cell to a glass slide by one of its flagellar filaments, the motor at the base of that 
filament spins the cell body at about 10 Hz. This technique, known as tethering, was developed by Mike 
Silverman and Mel Simon at the University of California, San Diego. If one tethers a paralyzed cell, such as 
one with defective MotB, the cell body simply executes rotational Brownian movement, like a mirror on a 
galvanometer fiber. However, if wild-type MotB is made—for example, if a copy of a wild-type gene is added 
to the cell and expressed—then rotation resumes. The good MotB proteins that are made replace the bad 
ones, and the cell speeds up. Changes in speed are abrupt, generating a speed–time plot in the form of a 
staircase with eight steps of equal height. The flagellum is assembled from the inside out, with the axial 
components exported through a central channel. The filament grows at the distal end, with molecules of FliC 
added under the distal cap, which is made of FliD. The growth process is subject to exquisite genetic 
control. FliC, for example, is not made until the assembly of the basal body is completed. When it is 
completed, the same apparatus that exports FliC pumps an inhibitor of late-gene transcription out of the cell. 
This removes the inhibition.

The motor is driven by protons flowing from the outside to the inside of the cell (except for marine bacteria 
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(b) (c)

FIGURE 13. (a) : Schéma ≪ d’artiste ≫ de la bactérie Esherichia Coli. En règle générale,
une bactérie a 6 flagelles. Cette bactérie a la forme d’un cylindre rigide de 2µm dont la
paroi est multi-lamellaire. La composition de la membrane interne ressemble à celle des
cellules humaines, alors que la membrane externe est faite de polysaccharides et de li-
pides. L’intérieur des bactéries contient des fragments d’ADN circulaires, ou PLASMIDES
qui constituent une ébauche de reproduction sexuée. Ces plasmides sont utilisés en génie
génétique, pour cloner les fragments d’ADN. Les deux membranes sont séparées par une
couche polymère qui assure la rigidité de l’ensemble. Son épaisseur est d’environ 30nm.
Elle est traversée de part en part par des protéines qui assurent le transport de matières et
la transduction des signaux entre l’extérieur et l’intérieur (D’après H. Berg, Physics Today,
http ://www.physicstoday.org/pt/jan00/berg.htm). La figure (b) représente le crochet faisant la
liaison entre la partie basale et le filament de la flagelle. Il s’agit d’une reconstitution faite à
partir de clichés microscopie électronique. On a représenté en (c) la base de la flagelle avec son
crochet et le corps basal enchâssé dans les membranes externes et internes (D’après [?]). Sous
l’action des protons, le crochet tourne autour de la partie basale en entraı̂nant les filaments en
rotation.

associer un coefficient de diffusion effectif. Quantitativement, ce coefficient de diffusion est de l’ordre de 400
µm2/s et il correspond à celui qu’aurait une particule passive de quelques nano-mêtres. Mais, dans le cas
d’E. Coli, ce coefficient de diffusion est à l’activité des cellules. Signalons enfin que ces bactéries sont capables
d’exprimer des acides aminés, par exemple la glycine, qui sont eux-mêmes des attractants. C’est par ce couplage
entre détection et émission de signaux chimiques que les bactéries communiquent.

Pour le physicien, l’étude du mouvement des micro-organismes pose donc de nombreux problèmes partant,
d’une part, de la physique au sens strict avec les effets hydrodynamique engendrés par la rotation des filaments
hélicales et et allant, d’autre part, vers la structure et l’organisation des modules biochimiques qui permettent à
E. Coli d’avoir un système de capteur et de propulsion avec un rendement et une robustesse au bruit thermique
aussi efficace. Cette dernière question apparaı̂t aujourd’hui en biologie systémique qui étudie la hiérarchie et
l’organisation des réseaux de régulation.

Lorsqu’un gradient de concentration c(x) en aspartate est appliqué à Escherichia Coli, celle-ci remonte le
gradient de concentration avec une vitesse moyenne < V >

< V >= κ∇c (20)

Les bases biochmiques impliquées dans ce processus semblent être bien comprises. L’Aspartate se lie à un
recepteur Tar et déclenche une chaı̂ne de phosphorylation. The résultat final est un changement de l’activité
des flagelles. Losrque les moteurs sont en rotations dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, la bactérie
avance en ligne droite avec une vitesse moyenne de 20µm/s. Par contre, pour une rotation dans le sens inverse,
la bactérie oscille brusquement sur place sans avancer.

Il existe deux temps de vie caractéristique.
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internally consistent. Data are presented on the behavior of
wild-type cells and of mutants defective in methylation and
demethylation (deleted for cheR and cheB) or in the functions
specified by che Y or cheZ.

RESULTS

Calibration of the Impulse Response. Given the impulse
response of Fig. 1 (induced by pulses of small but unknown
amplitude), one can predict the time course of the response

to an arbitrary stimulus; however, the amplitude of this
response is unknown up to a constant scaling factor. To
predict both the amplitude and the time course of a response,

this scaling factor must be determined. First, we measured
the rate at which attractant was released from a particular set
of pipettes by exposing cells 5 ,um away to a large step in
current (-100 nA) and recording their recovery times: this
works because the steady-state concentration of attractant a

fixed distance away from the tip of a pipette is proportional
to the rate of release (p. 23 of ref. 17), and the recovery time
is proportional to the net change in receptor occupancy (cf.
table 1 of ref. 16). Next, we measured the amplitude of the
response of the same cells to a smaller step in current (-3 to
-10 nA). Assuming that the rate of release varies linearly
with current, the change in concentration generated by the
smaller step was determined. The type of response generated
by the smaller steps is shown in Fig. 2. Note that this
response is not saturated. For the subset of cells used in the
calibration (those exposed to a-methyl-DL-aspartate; see

figure legend) a change in bias of 0.23 occurred for an

estimated change in fraction of receptor bound of 0.0042.
Finally, we calibrated the impulse response by subtracting
the baseline and scaling its integral to the change in bias ofthe
calibrated step response. We found that a response of the
amplitude shown in Fig. 1 would be generated by a pulse that
increased the receptor occupancy by 0.19 for a period of 20
msec (the approximate width ofthe shortest pulse used in our
experiments).
Comparisons with Ramp and Sine-Wave Data. The solid line

in Fig. 3A is the dependence of bias on ramp rate for
experiments involving linear changes in receptor occupancy

1.0 _

c' 0.5 ,

0 5 10 15 20

Time (sec)

FIG. 1. Impulse response to attractant in wild-type cells. The
dotted curve is the probability, determined from repetitive stimula-
tion, that tethered cells of strain AW405 spin CCW when exposed to
pulses of L-aspartate or a-methyl-DL-aspartate beginning at 5.06 sec

(vertical bar). The smooth curve is a fit to a sum of exponentials (see
text). For methods, see refs. 14 and 16. Pipettes containing aspartate
(1 mM) were pulsed for 0.02 sec at -25 to -100 nA, and pipettes
containing methylaspartate (1-3 mM, with 1.6 mM in the bath) were
pulsed for 0.12 sec at -100 nA, both at 320C. Some pipettes
containing 1-7 mM methylaspartate were pulsed for 0.03-0.12 sec at
-50 to -100 nA at 220C. The curve was constructed from 378 records
comprising 7566 reversals of 17 cells. Points were determined every
0.05 sec.
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FIG. 2. Step response to attractant in wild-type cells. The thick
curve is the probability that cells of strain AW405 spin CCW when
exposed to steps of L-aspartate or a-methyl-DL-aspartate beginning
at 1.00 sec (vertical bar). Pipettes containing aspartate (0.1-1.0 mM)
or methylaspartate (1-10 mM, with 1.6 mM in the bath) were
switched on for 12 sec at -3 to -10 nA at 320C. The curve was
constructed from 227 records comprising 5040 reversals of 10 cells
and was plotted as described in Fig. 1. The thin line is the response
predicted from the impulse response (the dotted curve) of Fig. 1 (cf.
figure 4 of ref. 14). Note the expanded time scale.

predicted by the impulse response; the dashed line has the
same slope but is offset 0.0015 to compensate for the
response threshold. The slope of the predicted dependence is
114 sec, while a linear least-squares fit to the data gave a mean
slope and standard deviation of 78 ± 18 sec. Note that a shift
in bias of 0.1 occurs for a ramp that increases the receptor
occupancy by -0.1% per sec. The solid line in Fig. 3B is the
spectral response to sinusoidal changes in receptor occupan-
cy at different frequencies derived from the fit to the impulse
response (the smooth curve) of Fig. 1; the points comprise a
similar prediction based on the data (the dotted curve) of Fig.
1. The stars are the peak-to-peak changes in bias observed for
sinusoidal oscillations in receptor occupancy generated by
programmed mixing (figure 7 of ref. 15). Use of the latter
measure assumes a large response threshold for negative
rates of change of receptor occupancy (figure 6B of ref. 15).
The close agreement between the Fourier transform repre-
sented by the solid line in Fig. 3B and the data at very low
frequency is not fortuitous: the fit to the sum of exponentials
(the smooth curve of Fig. 1) was constrained so that its
Fourier transform passed through the point (-3, 0.75). Figs.
1 and 3B together show that the impulse and sine-wave data
are consistent. With allowance for thresholds, the agreement
between the three different sets of measurements is satisfac-
tory.

Impulse and Step Responses of Mutant Cells. As reported
earlier (figure 7A of ref. 14), cells with deletions in genes for
the methyltransferase (cheR) and the methylesterase (cheB)
show impulse responses with the second lobe much reduced
(Fig. 4A). This implies that such cells cannot adapt over a
short time span to a sudden increase in the concentration of
attractant. The measured step response bears out this pre-
diction (Fig. 4B). We also studied the behavior of cheRcheB
cells over a longer time span in a flow cell (19). Some cells
failed to respond to step stimuli (shifts from 0 to 25 AM
L-aspartate or from 0 to 1 mM a-methyl-DL-aspartate); others
spun exclusively CCW and failed to recover; still others gave
a sizable response and then partially recovered (Fig. 5). Some
of the latter cells exhibited dramatic swings in bias over
periods of the order of 1 min, but no periodicity was evident
in the average (Fig. 5). Note that cheRcheB cells are less
sensitive to L-aspartate or to c-methyl-DL-aspartate than
wild-type cells by factors of 10-100.

8988 Biophysics: Segall et al.

FIGURE 14. à faire refs [?] et[?]

4.2. Changement de conformation des protéines. Le tableau 4.2 résume ces échelles en fonction du type
de macromolécule. En règle générale, une protéine est une suite linéaire d’acides aminés choisis parmi vingt
possibilités. Certaines, comme l’actine ou la tubiline s’associent pour former des filaments qui sont impliqués
dans les forces mécaniques produites par la cellule. La motilité cellulaire est principalement due à l’actine,
alors que les microtubules, sorte de cylindres creux dont les parois sont faites de tubuline, sont nécessaires à
la division cellulaire, ou MITOSE, L’ADN, quant à lui, est un double brin polymère où se succèdent 4 types de
paires de base.

(a)

FIGURE 15. Schéma des niveaux hiérarchiques impliquant différentes structures pour une
protéine typique. La structure tertiaire protège un ion du milieu extérieur. Un changement de
conformation de cette structure expose cet ion au solvant, ce qui peut rendre la protéine active
du point de vue de la réaction chimique.

Une protéine ı̈ndexprotéine possède plusieurs niveaux de structure qui provient de son repliment dans
l’espace (voir Fig. 15). Ces structures lui confèrent une fonction particulière. En augmentant le niveau de
résolution, on distingue en particulier :

(1) la structure primaire des acides aminés qui sont des molécules du type NH2-aa1-aa2-...-aan-COOH
et qui diffèrent du groupement de la chaı̂ne latérale branchée sur l’atome de carbone central. Cet
assemblage est dû à liaisons chimiques fortes qui sont appelées liaisons peptidiques.

(2) La structure secondaire faite d’hélices α, de feuillets β et de boucles plus flexibles. Ce structures sont
généralement stabilisées par des liaisons pont-hydrogène.
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(3) Enfin, la structure tertiaire où l’ensemble se replie en forme de globule. Cette structure est stabilisée
par des forces faibles comme les liaisons pont hydrogène ou les interactions de Van de Waals. Mais la
forces ioniques ou même covalentes peuvent jouer une rôle. Chacun de ces globules forme des mères
qui s’associent en di, tri etc. mères pour former la structure quaternaire.

Les protéines utilisent les changements de structure pour être de véritables intérrupteurs pour les réactions
chimiques. Beaucoup d’entre elles sont conçues de façon modulaire et elle comprennent des domaines distincts
qui peuvent être partagés entre différentes familles de protéines. Par exemple, la structure primaire peut inclure
des segments définissant un site catalytique, une segment pour la régulation de l’activité catalytique de cette
protéine, ou un segment permettant l’adhésion de la protéine à la membrane.

La table 9.3.2 résumes les ordres de grandeur des processus physiques intervenant dans l’activité enzyma-
tique d’une protéine.

Mouvement Échelle de temps caractéristique (en unité loga-
rithmique)

Vibration moléculaire -14 à -13
Transfert d’un proton -12
Lien hydrogène -12
Vibration élastique d’une région globulaire -12, -11
Flexion d’une charnière à l’interface de deux do-
maines

-11 à -7

Réarrangement des molécules d’eau -8
Formation Hélice-Pelote -8 à -7

Système Taille Vitesse Force Fonction et intérêt
Polymères > 10nm 2− 3 pN Élasticité entropique
ADN 2nm 2− 3 pN Séparation deux doubles

brins
Ligand-récepteur 10 nm 50 pN Liaison chimique non-

covalente
Assemblages supra-
moléculaires

10nm 100 pN Organisation fonctionnelle

Protéines 20nm 300 pN Repliment des protéines
Macromolécules 0.5nm > 600 pN Liaison covalente
Moteurs moléculaires Taille du moteur
(a) Myosine (actine) 20nm 3 102−4 nms−1 10 pN Contraction et transport
(b) Kinésine (microtubule) 6nm 800nms−1 6 pN Mitose
(c) RNA polymerase 15nm 5nms−1 25 pN Transcription
(d) Flagelle 45nm 300 rps 500 pN nm Propulsion
(e) F1-ATPase 8 rps 100 pN nm Synthèse de l’ATP

5. Réactions biochimiques

5.1. Énergie. L’une des caractéristiques des systèmes vivants est leur capacité à se mouvoir de façon auto-
nome. La figure 1 est la photographie d’une cellule épithéliale d’un poisson, cellule couramment utilisée comme
système modèle en biologie. Cette cellule est capable de se déplacer sur quelques dizaines de microns par mi-
nute. La MOTILITÉ est ainsi définie comme un mouvement dirigé, autonome et qui consomme de l’énergie. La
mobilité, quant à elle, est définie comme un processus passif résultant de l’action d’une force extérieure (forces
thermiques, par exemple).

Qui dit mouvement, dit énergie. Les efforts mécaniques sont produits par des moteurs moléculaires qui
se déplacent sur des filaments (actine ou microtubules). L’ensemble des filaments définit le CYTOSQUELETTE
comme système intégré de la cellule et comprenant les protéines moteurs associées. Le cytosquelette confère à
la cellule sa structure, son organisation et sa motilité. L’étude de la motilité a bien sûr un intérêt fondamental,
mais il a aussi une grande importance dans les applications biomédicales. La métastase des cellules cancéreuses,
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par exemple, n’interviennent que lorsque ces cellules sont capables d’envahir les tissus environnants. Sans
motilité, elles sont en fait inoffensives.

En règle générale, la cellule stocke son énergie sous forme chimique en l’engrangeant dans des liaisons
chimiques fortes (par opposé aux liaisons faibles qui nous intéresseront par la suite). La monnaie courante
d’échange du travail cellulaire est l’ ATP (adénoisine triphosphate) avec la réaction d’ HYDROLYSE (rupture à
l’aide de l’eau) qui peut être résumé ainsi :

ATP ⇆ ADP + Pi (21)

avec

∆G = ∆G0 − kT ln
[ATP ]c

[ADP ]c[Pi]c
(22)

où l’indice c correspond à la concentration cellulaire. À l’équilibre

∆G0 = kT ln
[ATP ]eq

[ADP ]eq[Pi]eq
= −54 10−21J = 14kBT (23)

Dans une cellule, la réaction est très loin d’être à l’équilibre. Les concentrations typiques ont pour valeurs
[ATP ] = 1mM, [ADP ] = 0.01mM, [Pi] = 1mM de telle sorte que ∆G ≈ −100 10−21J ≈ 25kBT. 2

On utilisera la règle de conversion des unités d’énergie suivante :

12 kcal/mol = 8 10−20J/molécule = 0.5 ev = 20 kBT

REMARQUE. Du point de vue de la biochimie, il existe une différence entre un CATALYSEUR et une EN-
ZYME. Les enzymes qui n’utilisent pas d’énergie sont des catalyseurs[?]. Un catalyseur change le temps ca-
ractéristique d’une réaction en associant, par exemple, les réactants de telle manière qu’ils réagissent plus vite,
mais une fois la réaction faite, le système est toujours à l’équilibre thermodynamique. Une enzyme qui utilise
de l’énergie catalyse une réaction de telle manière que le système est hors-équilibre. En utilisant l’énergie, elle
permet au système d’effectuer un travail qu’il serait impossible d’effectuer à l’équilibre thermodynamique. Elle
le fait en couplant chimiquement la réaction chimique à l’hydrolyse de l’ATP de telle sorte que la somme des
deux réactions est thermodynamiquement favorable. Un enzyme qui catalyse l’hydrolyse de l’ATP pour piloter
une autre réaction est appelée un ATPASE, ou une GTPASE si elle catalyse l’hydrolyse du GTP.

En résumé, il existe des types de protéines appelés enzymes qui agissent comme des catalyseurs. Les
réactions enzymatiques constituent à l’intérieur d’une cellule un véritable réseau de transmission de l’informa-
tion. Un exemple important de réaction enzymatique est la phosphorilation d’une protéine, lorsqu’une enzyme
transfert un groupe phosphate (PO4) d’une molécule donneur, par exemple l’ATP, vers une protéine Y . Cet en-
zyme est alors appelé une KINASE et son rôle est de fournir de l’énergie à la protéine Y qui devient alors activée
car son énergie est supérieure à celle de son état inactif. On notera Y∗ le complexe activé. En règle générale,
une protéine ne reste pas sous forme active. Il existe des protéines capables d’enlever le groupe phosphate et,
donc, ces protéines appelées PHOSPHATASES régulent la réaction inverse où Y∗ est transformé en Y (Cf. Fig.
5.1).

2. Une autre source d’énergie utilisée, bien que moins courante mais nécessaire pour l’assemblage des microtubules, est l’hydrolyse
du GTP (guanisine triphosphate) en GDP. Dans la cellule, le rapport [ATP]/[ADP] est en fait très différent de celui que l’on observerait
dans un milieu chimique standard. Il varie, en effet, de 10−7 à 10+3 dans le cytosol, ce qui signifie que les concentrations sont
maintenues à des valeurs très différentes de l’équilibre chimique grâce à des pompes ioniques pour le magnésium et le calcium. Par
exemple, l’ATP se lie au magnésium et la plupart des réactions chimiques utilisent MgADP comme substrat.
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Another example of activation is phosphorylation. Adenosine triphosphate (ATP) is a nucleotide that is the
major energy currency of the cell. An enzyme is a protein that catalyzes a chemical reaction. Phosphorylation
is a chemical reaction in which an enzyme X —called a kinase when playing this role— transfers a phosphate
group (PO4) from a “donor” molecule such as ATP to another protein Y, which becomes “activated” in the sense
that its energy is increased. Once activated, protein Y may then influence other cellular components, including
other proteins, itself acting as a kinase, or it may take an appropriate shape that allows it to to bind with yet
another protein or to a segment of DNA so as to initiate, enhance, or repress expression of a gene. Normally,
proteins do not stay activated forever; another type of enzyme, called a phosphatase, eventually takes away the
phosphate group; see Figure 7. In this manner, signaling is “turned off” after a while, so that the system is

Figure 7: Phosphorylation and de-phosphorylation

ready to detect new signals.

Receptors and enzymatic cascades act in concert. Binding of extracellular ligands triggers signaling through
a series of chemical reactions inside the cell, carried out by enzymes and often relayed by smaller molecules
called second messengers. In this manner, regulatory pathways can be either turned “on” and “off” or mod-
ulated, and transcription of particular sets of genes may be started and stopped in response to environmental
conditions. Figure 8 ([6]) illustrates one such pathway, which involves GPCR activation as well as signaling
through a MAPK cascade (more on MAPK cascades below).

The animation at http://biocreations.com/pages/mapk.html is strongly recommended as an illustration of
signaling pathways.

As another illustration, consider the diagram shown in Figure 9, extracted from the paper [12] on cancer
research, describing the top-level schematics of a wiring diagram of signaling circuitry in the mammalian cell.
The illustration shows the main signaling pathways for growth, differentiation, and apoptosis (commands which
instruct the cell to die). Highlighted in red are some of the genes known to be functionally altered in cancer
cells. Of course, such a figure, compared for example with the more detailed biochemical pathway shown in
Figure 8, leaves out a lot of information, some known but omitted for simplicity, and some unknown. Much of
the system has not been identified yet, and the functional forms of the interactions, much less parameters, are
only very approximately known. However, data of this type are being collected at an amazing rate, and better
and better models are being obtained constantly.

Both of the above examples were from eukaryotes. We now turn to one from a prokaryote. Chemotaxis is
the term used to describe movement, in bacteria as well as other organisms, in response to chemoattractants or
repellants, such as nutrients and poisons, respectively. E. coli bacteria (Figure 10) are single-celled organisms,
about 2 µm long, which possess up to six flagella for movement. Chemotaxis in E. coli has been studied
extensively. These bacteria can move in basically two modes: a “tumble” mode in which flagella turn clockwise
and reorientation occurs (Figure 11, left), or a “run” mode in which flagella turn counterclockwise, forming a
bundle which helps propel them forward (Figure 11, right). The motors actuating the flagella are made up of
several proteins. In the terms used by Berg in [4], they constitute “a nanotechnologist’s dream,” consisting
as they do of “engines, propellers, . . . , particle counters, rate meters, [and] gear boxes.” Figure 12 shows an
actual electron micrograph and a schematic diagram of a flagellar motor. The signaling pathways involved

8

FIGURE 16. Phosphorilation et de-phosphorilation

Les RÉCEPTEURS peuvent être vus comme de véritables capteurs capables de sentir les conditions externes
à la cellule et de transcrire le résultat de cette mesure en une information chimique à l’intérieur de la cellule.
En première approximation, un récepteur est donc une enzyme dont le substrat est un ligand externe extra-
cellulaire. Le produit final de la réaction diffuse l’intérieur de la cellule. C’est généralement une petite molécule
appelée SECOND MESSAGER relarguée à l’intérieur de la cellule en réponse à formation du complexe ligand-
récepteur. Une classe importante de récepteurs est donnée par les récepteurs couplés à des protéines G et leur
nom vient du fait que ces protéines utilisent le GTP pour fonctionner. Ces récepteurs sont utilisées comme cible
pour des drogues thérapeutiques et nous les étudierons ultérieurement.

L’apport d’énergie au système dans une réaction enzymatique implique que le système est ouvert à un flux
d’énergie et que le principe du bilan détaillé ne s’applique pas. Cela a pour conséquence que les chemins de
réaction qui parcourent un circuit fermé de sont pas équivalents. À titre d’exemple, considérons la réaction
suivante. L’espèce chimique c reconnaı̂t le substrat C et forme le complexe Cc. L’enzyme α utilise l’énergie de
l’hydrolyse de l’ATP pour transformer le complexe Cc en Cc∗ qui est un état métastable d’énergie supérieure.
Celui-ci peut alors donner le produit o ou donner C + c. Nous verrons dans un chapitre ultérieur que ce type de
réaction chimique permet aux signaux de transduction d’être très sélectifs et de pouvoir discriminer entre deux
voies. Pour l’instant, néglegeons la voie qui donne l’espèce o. Nous avons donc un cycle C + c → C + c (Cf.
Fig. 5.1)

Si la réaction était à l’équilibre thermodynamique, nous aurions une contrainte sur les constantes cinétique.
Comme nous ne pouvons faire la différence entre les produits C + c qui rentrent dans la boucle et et ceux qui
sortent par l’intermédiaire de l’état Cc∗, le bilan détaillé 3 impose la condition pour les constantes cinétiques

K1K2K3 = 1 car∆GC+c,Cc +∆GCc,Cc∗ +∆GCc∗,C+c = 0 (24)

La thermodynamique impose donc une contrainte stricte sur les coefficients cinétiques. Lorsque la réaction
Cc ⇆ Cc∗ est provoquée par une enzyme, le système est ouvert à un flux d’énergie et le principe du bilan
détaillé ne s’applique pas ici. La condition (24) ne s’applique donc pas à cette réaction chimique.

L’hydrolyse de l’ATP n’est donc pas une réaction exothermique qui transforme une énergie chimique en
chaleur. La TRANSDUCTION mécanique utilise une stratégie différente. L’énergie chimique est en fait emma-
gasinée dans un élément élastique des protéines qui peuvent exister sous des conformations différentes. C’est
en particulier le cas des modèles les plus simples des protéines motrices, myosines, kinésines et dynéines qui
existent dans deux conformations différentes. Il faut imaginer un ¡¡ ressort ¿¿ actine un bras de levier. Le
système est en fait l’analogue d’un pistolet d’enfant. L’ATP en se fixant sur une tête de myosine permet de
comprimer le ressort. Mais la tête de myosine agit en fait comme une enzyme qui facilite l’hydrolyse de l’ATP
en ADP libérant une énergie utilisable pour changer la conformation du bras de levier. Cette image est suggérée
par l’analyse structurale de ces protéines qui ont montré que le domaine actif de la protéines changeait de

3. Le bilan détaillé est une condition communément admise en physique statistique. Cette condition implique l’équilibre thermo-
dynamique. Soient C et C′ deux configuration. La probabilité W (C′, c) de passer de C à C′ est reliée à la probabilité d’observer C ou
C′ à l’équilibre par

W (C′, C)Peq(C) =W (C,C′)Peq(C
′)
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(a) (b)

FIGURE 17. Réaction chimique caractéristique où une espèce chimique se fixe sur un substrat
C pour former le complexe Cc. Celui-ci peut se dissocier pour donner C+c ou o. Nous suppo-
sons ici que la probabilité de donner o est négligeable. Si l’enzyme ne fournit pas de l’énergie
au système, c’est-à-dire si elle se comporte comme un simple catalyseur qui ne modifie pas
l’énergie libre totale de la réaction, celle-ci est équivalente à celle du cycle de la figure (b).
Comme les énergies des états initiaux et finaux sont les mêmes, la réaction peut parcourir le
cycle dans le sens horaire ou anti-horaire avec la même probabilité. Par contre, si le complexe
Cc∗ est formé par une enzyme α le sens anti-horaire est impossible, car ce complexe corres-
pond à un micro-environnement créé par l’enzyme où le système atteint un état de transition
Cc∗

conformation, ce qui impliquait une mouvement caractéristique d’environ 10nm à l’autre extrémité du bras de
levier.

Ces protéines moteurs jouent un rôle fondamental dans la vie cellulaire et elles ont des fonctions bien
spécifiques. Les myosines sont responsables, en autres choses, de la contraction musculaire. Les kinésines sont
capables de se déplacer sur une distance de quelques µm sur les microtubules et elles assurent la fonction de
transport de vésicules, sorte de petits sacs chargés de protéines. Quant à elles, les dynéines sont à l’origine de
battements des ciles et des ondulations des flagelles des spermatozoı̈des.

5.2. GTPase : les petites protéines de la famille Rho-Rac-Cdc42 (et les grosses et hétérodimériques :
Gα,β,γ !) Un ligand, c’est-à-dire une petite molécule, ≪ s’accroche ≫ sur une grosse molécule ancrée sur la
membrane de la cellule. Cette dernière est le récepteur. Alors la conformation du récepteur dans la partie
cytoplasmique change et cela permet une réaction avec des partenaires cytoplasmique. Une classe importante
de ces récepteurs active des protéines qui vont employer le GDP pour leur activité. Ici le GDP remplace l’ADP
comme monnaie d’échange. C’est pour cela que l’on nomme les ≪ protéines G ≫. Ces récepteurs forment la
famille la plus importante des récepteurs des membranes et constituent les cibles thérapeutiques très étudiées.

Les protéines G sont des TRANSDUCTEURS d’information :

(1) Une proteine G est liée au GDP : elle est INACTIVE.

(2) Parce qu’il y a réception d’un signal provenant d’un récepteur, la protéine G échange le GDP pour le
GTP : elle devient ACTIVE et elle peut alors interagir avec d’autres protéines.

(3) Un protéine G est capable de se déactiver elle -même en transformant le GTP en GDP (activité GT-
Pase).

REMARQUE. Il existe deux grandes catégories de protéines G. Les ≪ grosses ≫ protéines G hétérodymériques
directement liées aux récepteurs (dissociation de l’unité αβγ en α + βγ) et les petites, qui elles sont mo-
nomériques, et qui ne sont pas directement activées par les récepteurs mais le sont par une enzyme qui les
active à distance 4. Ces dernières sont des GTPases.

5.3. Réactions chimiques et systèmes dynamiques.

4. On pourra consulter : http ://www.scq.ubc.ca/g-proteins-molecular-switches-for-sensing-the-environment/.
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G-protein-coupled receptors

FIGURE 18. Schéma d’un récepteur possédant un domaine extracellulaire, un domaine plas-
mique et, enfin, un domaine intracellulaire.

5.3.1. Rappels. Commençons d’abord par des rappels qui nous serviront à fixer les notations. Nous considérons
une réaction chimique entre deux espèces A et B en solution. La réaction :

A⇆ B (25)

est caractérisée par la constante de réaction thermodynamique K et par les deux constantes cinétiques kon pour
le sens A→ B, et koff pour le sens B → A. Par définition,

K =
kon
koff

(26)

L’énergie libre exprimée en molécule-gramme de cette réaction est la différence de potentiel chimique des
espèces B et A. Notons les concentrations par A et B :

∆G = µB − µA = RT ln
B

A
≃ 1.4 log

B

A
à 370C (27)

À l’équilibre, le flux de création de B compense exactement le flux de disparition de A. Autrement dit,

dA

dt
= −dB

dt
= kdA− kgB (28)

avec

K =
B

A
(29)

où les concentrations sont prises à l’équilibre.
Pour une réaction à deux espèces A, B donnant le produit P , nous écrivons ;

A+B ↔ P (30)

avec pour les concentrations
dP

dt
= k+AB − k−P (31)

De façon plus générale, nous pouvons considérer la réaction chimique suivante :

ν1R1 + ν2R2 + . . .+ νnRn ⇆ π1P1 + π2P2 + . . . πpPp (32)
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où les équations cinétiques s’écrivent
dPj

dt
= kdR

ν1
1 . . . Rνn

n − kgP
π1
1 . . . P

πp
p (33)

La loi d’action de masse généralisant l’Eq. (29) devient ici

P π1
1 . . . P

πp
p

Rν1
1 . . . Rνn

n
= K (34)

Cette équation est générale : les coefficients νi ou πi peuvent être des entiers différents de l’unité. La réaction
chimique est alors une réaction non-linéaire car la cinétique fait intervenir des monômes de degré arbitraire.

5.3.2. Équations chimiques et non-linéarités. Il peut paraı̂tre surprenant que les équations biochimiques
non-linéaires soient autre chose qu’une curiosité d’écriture et que la non-linearité du problème permette de
décrire la réponse d’un réseau biochimique. La description microscopique d’une réaction chimique repose en
effet sur la calcul de la probabilité de rencontre de deux molécules en solution qui, une fois la collision passée,
donnent un produit P . C’est le cas de l’eq. (31) où A rencontre B. Une réaction à trois corps où A devrait
rencontrer à la fois B et C pour former un produit P paraı̂t donc extrêmement improbable car elle implique le
contact simultané de trois molécules, ce qui est a priori un événement à probabilité très faible.

Les sources de non-linearités qui sont nécessaires pour décrire le changement de comportement des réseaux
dans le langage des bifurcations sont en réalité multiples. Pour aller droit au but :

(1) Les non-linearités interviennent car il y a association de molécules en n-mères qui sont des complexes
stables ;

(2) Les réactions chimiques qui nous intéressent sont en fait des contractions d’un système de réactions
de dimension plus importante et dont certaines variables sont maintenues à des valeurs constantes par
équilibre avec des réservoirs.

Pour illustrer ce dernier point, considérons la réaction suivante :

A+B ⇆ 2B (35)

où la réaction de A avec B ≪ transforme ≫ A en B. Cette réaction est AUTO-CATALYTIQUE , car le produit B
de la réaction est impliqué dans sa propre production. Il y a donc une boucle de réaction positive. La cinétique
de la réaction est alors :

dB

dt
= kdAB − kgB

2 (36)

dont le terme de droite un polynôme d’ordre 2 en B.
On peut aussi considérer des réactions tri-moléculaires :

A+ 2B ⇆ 3B (37)

où la cinétique de la réaction est maintenant un polynôme d’ordre 3
dB

dt
= kdAB

2 − kgB
3 (38)

En réalité, différents mécanismes bimoléculaires peuvent conduire à une réaction trimoléculaire effective[?].
Considérons ainsi la chaı̂ne de réaction suivante faisant intervenir une espèce intermédiaire X

B +B ⇆ X

A+X ⇆ B +X
(39)

Supposons que la première réaction soit très rapide devant la seconde. L’espèceB est toujours en équilibre avec
l’espèce X et nous pouvons écrire :

X = k1B
2 (40)

Pour la cinétique de la deuxième réaction chimique , on a
dB

dt
= kdAX −BX (41)

mais comme X = k1B
2 nous retrouvons bien une cinétique d’ordre 3 pour B, car dB/dt est un polynôme

d’ordre 3 en B.
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FIGURE 19. Solutions du système(43) lorsque k−1 = k+1 = k2 = e0 = 1 avec s0 = 10 (d’où
ϵ = 0.1). En (a) est représentée en bleu la concentration c(t) aux temps courts (Cf. Eq. (58))
avec la solution exacte de (43) représentée en rouge. En (b), cette solution est représentée aux
temps longs (solution du système (65) en bleu comparé avec celle du système original (43) en
rouge. En (c), la solution p(t).

5.4. Réactions enzymatiques. Nous considérons la réaction suivante (Leonor Michaelis et Maud Leonora
Menten, 1913). L’enzyme E, présent en faible quantité, réagit avec le substrat S pour donner C qui se décompose
à son tour en un produit P avec l’enzyme E. Le schéma est le suivant :

E + S
k+1

GGGGGGGBFGGGGGGG

k−1

C
k2

GGGAP + E (42)

avec des notations évidentes pour les taux de réaction, nous avons 4 équations chimiques couplées :

ds

dt
= −k+1se+ k−1c

dc

dt
= k+1se− k−1c− k2c

de

dt
= k2c− k+1se+ k−1c

dp

dt
= k2c

(43)

ce qui permet de tirer p(t) par

p(t) = k2

∫ t

0
c(u)du (44)

et il nous reste trois équations où on peut éliminer e grâce à (additionner les lignes 2 et 3 de l’équation
précédente)

de

dt
+
dc

dt
= 0 (45)

d’où e(t) + c(t) = e0 = Cte. Il nous reste

ds

dt
= −k+1e0s+ (k+1r + k−1) c

dc

dt
= k+1e0s− (k+1r + k−1 + k2) c

(46)

L’intérêt de ce système est qu’il donne une cinétique d’ordre 0 aux temps courts et que la réaction peut se
produire même pour un très faible concentration de l’enzyme E.

5.4.1. L’approximation quasi-stationnaire. Cette approximation qui n’a pas de justification revient à sup-
poser que dc/dt = 0 dans (46). On crée autant d’espèce C que l’on en détruit (Cf. Eq. (42). On a alors

c(t) =
e0s(t)

s(t) +Km
avec Km = 1 +

k2
k1

(47)



28 1. PHYSIQUE à L’éCHELLE DE LA CELLULE

ce qui justifie à posteriori dc/dt = 0 si la concentration d’enzyme à l’instant initial e0 tend vers 0 (mais pour
e0 → 0, il ne peut pas voir de réaction par définition !). On en tire

dp

dt
=

Vmaxs(t)

s(t) +Km
avec Vmax = e0k2 (48)

qui est la vitesse maximale de la réaction lorsque le réactant S a une concentration saturée, la vitesse étant alors
indépendante de la concentration de substrat. Nous avons aussi

ds

dt
= − Vmaxs

Km + s
(49)

Le résultat (47) marche dans la pratique et sera démontré par la suite.
5.4.2. Perturbation singulière. Nous considérons le système suivant :

dx

dt
= f(x, y)

ϵ
dy

dt
= g(x, y)

(50)

avec ϵ ≪ 1 et où x, y sont des vecteurs. Les composantes de x(t) sont les variables lentes, alors que celles de
y(t) sont les variables rapides. On comprend facilement cette terminologie en divisant la deuxième équation
par ϵ : dy/dt varie rapidement à l’échelle du temps caractéristique de variation de x(t).

La théorie des perturbations singulières revient à poser ϵ = 0 : la composante rapide est à l’équilibre
instantané. Nous avons donc l’équation :

g(x, y) = 0 ⇒ y = h(x) avec g (x, h(x)) = 0 (51)

D’où le système de une équation à une inconnue :

dx

dt
= g ((x, h(x)) (52)

qui permet de calculer y = h(x).
Il existe tout une branche des mathématiques qui permet de justifier cette approximation basée sur un

théorème dû à Thikhonov. Nous nous contentons ici de faire le calcul pas à pas afin de mieux quantifier les
erreurs faites au cours de cette approximation.

5.4.3. Temps courts. Pour poursuivre, renormalisons les variables et introduisons les variables réduites :

x =
s

s0

y =
c

e0

(53)

Posons

ϵ =
e0
s0

(54)

qui est petit si la concentration d’enzyme est faible.
En coordonnées réduites, le système se ramène à :

dx

dt
= ϵ [k−1y − s0k+1x(1− y)]

dy

dt
= k1 [s0x− (Km + s0x) y]

(55)

avec Km = k−1/k+1 + k2/k1.
Par hypothèse, ϵ est petit car la concentration d’enzyme à t = 0 (e0) est petite devant la concentration

initiale de réactant (s0). Nous faisons l’approximation ϵ = 0 et donc, dx/dt = 0. La variable y(t) varie donc
beaucoup plus vite que la variable x(t) qui est lente. Cette approximation n’est valable qu’aux temps courts et
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comme dx/dt = 0, x(t) est constant, soit x(t) = x̄ qui sera déterminé par après. Posant τ = ϵt, le système
précédent se ramène à la forme canonique (55) :

dx

dτ
= [k−1y − s0k+1x(1− y)]

ϵ
dy

dτ
= k1 [s0x− (Km + s0x) y]

(56)

On voit donc qu’il y a deux façons de prendre la limite ϵ → 0 suivant que l’on se place sur les échelles de
temps t, c’est-à-dire les échelles lentes, ou sur les échelles symbolisées par τ , soit les échelles de temps rapides
qui permettent d’obtenir le comportement aux temps longs (si le comportement asymptotique est obtenu pour
τ = 1, alors t→ ∞, car ϵ→ 0.).

On retrouve l’approximation quasi-stationnaire en faisant ϵ = 0 dans le système où l’échelle de temps est
t. Donc dx/dt = 0. Comme x ne varie pas, nous posons x = x̄. et la deuxième équation devient

dy

dt
= k1 [s0x̄− (Km + s0x̄) y] (57)

qui s’intègre facilement car x̄ est constant. La variable y(t) approche rapidement sa valeur asymptotique.
Pour comparer avec les solutions numériques du système (43), nous réécrirons cette solution en fonction de la
concentration c(t) comme

c(t) =
s0x̄

s0x̄+Km
(1− exp [(Km + s0x̄) t]) →

s0x̄

s0x̄+Km
(58)

et on trouve bien une cinétique d’ordre 0 pour p(t) car

dp/dt = k2c (59)

est bien proportionnel à c(t) qui est constant. L’interprétation physique de ϵ est alors la suivante : k+1ϵ définit
le temps caractéristique au-delà duquel les solutions diffèrent de leurs conditions initiales et à partir duquel un
état quasi-stationnaire est établi. Durant ce premier pas de temps, p(t) est linéaire.

5.4.4. Temps longs : échelles de temps rapide. Pour connaı̂tre le comportement des solutions aux temps
longs, nous utilisons un temps renormalisé τ :

τ = k1
t

ϵ
(60)

et nous supposons que les solutions à l’échelle de temps τ peuvent être approchées par un développement
asymptotique en puissance de ϵ 5

x(τ) =
∑
n≥0

ϵnx(n)(τ)

y(τ) =
∑
n≥0

ϵny(n)(τ)
(61)

À l’ordre zéro en ϵ, on trouve
dx(0)

dτ
=
k−1

k1
y(0) − s0x

(0)
(
1− y(0)

)
0 =s0x

(0) −
(
Km + s0x

(0)
)
y0

(62)

où la deuxième équation est une équation algébrique dont la solution est évidente :

y(0) =
s0x

(0)

Km + s0x(0)
(63)

Reportant dna ls première équation, on trouve que x(0) est solution de

dx(0)

dτ
= −s0x(0)

[
k2/k1

Km + s0x(0)

]
(64)

5. À l’ordre auquel nous travaillerons, il suffira de restreindre à renormaliser le temps par le facteur ϵ. En théorie, il est possible de
trouver ce facteur de renormalisation en considérant un développement multi-échelle.
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Il est maintenant utile de se ramener à des variables de concentration non renormalisées

ds

dt
= −s(t) e0k2

Km + s(t)

c(t) = e0
s(t)

Km + s(t)

(65)

On remarque que la dernière équation n’est autre que l’équation (47) obtenue dans le cadre de l’approximation
quasi-stationnaire. Pour dire que l’on crée autant de C que l’on en détruit, il faut se placer à des échelles de
temps suffisamment longue (τ = 1 implique qu’il s’est passé t = τ/ϵ = 1/ϵ ≫ 1 secondes) pour que la
deuxième équation du système 65 soit correcte.

Pour comparer avec la solution exacte de la figure 19, il est utile de connaı̂tre comment la concentration de
substrat décroı̂t aux temps longs. La première équation donne t en fonction de s soit s(t)

Km ln
s(t)

s0
+ s− s0 = −k2

k1
t (66)

et la concentraton de réactant décroı̂t pour t→ ∞ de façon exponentielle

s(t) ∝ exp

[
1

Km

(
s0 −

k2
k1
t

)]
(67)

Le cas (b) de la Fig. 19 donne la solution numérique (65) pour ϵ = 0.1 en la comparant avec celle du
système exacte (43).

5.5. Réponse et non-linearités. Il nous sera utile de considérer la réaction enzymatique de Michaelis-
Menten (42) mais, cette fois, en considérant que la concentration de substrat est maintenue constante (il suffit
d’invoquer un autre mécanisme qui maintient sa concentration constante). La concentration s devient mainte-
nant un paramètre qu’il est possible de faire varier. a vitesse de réaction du produit p est alors

dp

dt
= Vmax

s

Km + s
(68)

qui peut être généralisé comme
dp

dt
= Vmax

sn

Km + sn
(69)

où n est un exposant arbitraire appelé dans la littérature coefficient de Hill en invoquant des effets coopératifs
pour n > 1 . Une possibilité pour obtenir cette équation avec un entier n est de modifier l’équation de Michaelis-
Menten en supposant

E + nS
k+1

GGGGGGGBFGGGGGGG

k−1

C
k2

GGGAP + E (70)

où n molécules de substrat participent à la réaction tout en maintenant la concentration constante. Cette ap-
proche suppose la rencontre de n + 1 molécules, ce qui est très improbable pour n grand, mais nous verrons
que de tels exposants peuvent être obtenus en contractant plusieurs réactions chimiques pour avoir une réaction
effective. La Fig. 5.5 est tirée de la littérature biochimique et montre que n est un exposant effectif arbitraire
tiré de l’analyse expérimentale.

C’est ce qui est fait par les auteurs de la courbe de la courbe de la Fig. 5.5 qui donne Vmax et l’indice de
coopérativité n pour différentes concentrations de MGATP (s correspond ici à MoO2−

4 ). L’ajustement à une
courbe de Hill est particulièrement satisfaisant.

Nous pouvons généraliser l’Eq. (69) en introduisant un terme de dégradation −koffp de telle sorte que
l’équation effective du produit p est ramenée à :

dp

dt
= Vmax

sn

Km + sn
− koffp (71)
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lent modification of Cys-509 (data not shown).4 Up to this point,
the results suggested that cooperative behavior is induced by
either (a) increasing the bulk of the side chain at position 509
or (b) eliminating the negative charge (R-S!) at this position. It
was thought that replacing Cys-509 with the slightly smaller and uncharged Ser might help to distinguish between these

two possibilities.
Kinetic Properties of Cys-5093 Ser—Fig. 2 shows the veloc-4 The native enzyme modified with NEM at Cys-509 yielded the

following data: The nH of the v versus [MgATP] plots increased from 1.2
at 0.2 mM MoO4

2! to 2.0 at 5 mM MoO4
2!. The nH of the v versus [MoO4

2!] plots increased from 1.8 at 0.3 mM MgATP to 2.1 at 5 mM MgATP.

FIG. 2. Velocity curves of C509S. A, v versus [MgATP] at pH 8.0
and the indicated fixed concentrations of molybdate. Inset, velocity
curve at 7.5 mM MoO4

2!. B, v versus [MoO4
2!] at pH 8.0 and the indicated

fixed concentrations of MgATP. Inset, velocity curve at 5 mM MgATP
over a narrower MoO4

2! concentration range. Curve fits of the 5 mM
MgATP data to the Hill equation returned nH values of 1.04 to 1.05
(depending on the range covered). However, curve fits to the Henri-
Michaelis-Menton equation (which fixes nH at 1.00) were, for all prac-
tical purposes, equally good (R2 in both cases was "0.999).

FIG. 1. Velocity curves of C509Y. A, v versus [MgATP] at pH 8.0
and the indicated fixed concentrations of molybdate. B, v versus
[MoO4

2!] at pH 8.0 and the indicated fixed concentrations of MgATP.

Positive Cooperativity of ATP Sulfurylase 36305
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FIGURE 20. D’après[?].
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Ultrasensitivity in the mitogen-activated protein kinase cascade
CHI-YING F. HUANG AND JAMES E. FERRELL, JR.t
Department of Molecular Pharmacology, Stanford University School of Medicine, Stanford, CA 94305-5332

Communicated by Daniel E. Koshland, Jr., University of California, Berkeley, CA, May 16, 1996 (received for review January 22, 1996)

ABSTRACT The mitogen-activated protein kinase
(MAPK) cascade is a highly conserved series of three protein
kinases implicated in diverse biological processes. Here we
demonstrate that the cascade arrangement has unexpected
consequences for the dynamics ofMAPK signaling. We solved
the rate equations for the cascade numerically and found that
MAPK is predicted to behave like a highly cooperative en-
zyme, even though it was not assumed that any of the enzymes
in the cascade were regulated cooperatively. Measurements of
MAPK activation in Xenopus oocyte extracts confirmed this
prediction. The stimulus/response curve of the MAPK was
found to be as steep as that of a cooperative enzyme with a Hill
coefficient of 4-5, well in excess of that of the classical
allosteric protein hemoglobin. The shape of the MAPK stim-
ulus/response curve may make the cascade particularly ap-
propriate for mediating processes like mitogenesis, cell fate
induction, and oocyte maturation, where a cell switches from
one discrete state to another.

Although the biological responses associated with mitogen-
activated protein kinase (MAPK) signaling are highly varied,
the basic structure of the MAPK cascade is well conserved
(1-3). The cascade always consists of a MAPK kinase kinase
(MAPKKK), a MAPK kinase (MAPKK), and a MAPK.
MAPKKKs activate MAPKKs by phosphorylation at two
conserved serine residues and MAPKKs activate MAPKs by
phosphorylation at conserved threonine and tyrosine residues
(Fig. 1). The cascade relays signals from the plasma membrane
to targets in the cytoplasm and nucleus.
A number of other membrane-to-nucleus signaling pathways,

such as the Jak/Stat pathways and the cAMP/protein kinase A
pathway, employ just a single protein kinase. Why does the
MAPK cascade invariably use three kinases instead of one? The
possibility that the three kinase arrangement has evolved to allow
signal ramification or amplification is attractive but, as yet, not
well supported by genetic or biochemical evidence.
We have explored the possibility that the cascade arrangement

has important consequences for the dynamics of MAPK signal-
ing. Here we shall focus on the steady-state responses of enzymes
at each level in the cascade to varying input stimuli. The stimulus/
response curve of a typical Michaelis-Menten enzyme is hyper-
bolic, and the enzyme responds in a graded fashion to increasing
stimuli. An 81-fold increase in stimulus is needed to drive the
enzyme from 10% to 90% maximal response (see for example,
the MAPKKK curves in Fig. 2). However, some enzymes exhibit
stimulus/response curves that are steeper or less steep than the
Michaelis-Menten curve. Goldbeter and Koshland have termed
these responses "ultrasensitivity" and "subsensitivity," respec-
tively (11-13). An ultrasensitive enzyme requires less than an
81-fold increase in stimulus to drive it from 10% to 90% maximal
response (for example, the MAPKand MAPKKcurves in Fig. 2);
a subsensitive enzyme requires more than an 81-fold increase.
The term ultrasensitivity emphasizes the fact that the upstroke

of the stimulus/response curve is steeper than that of a hyperbolic
Michaelis-Menten enzyme, as shown in Fig. 2A. However,

INPUT
(El)

MAPKKK ' MAPKKK'

E2

MAPKK '~* MAPKK-P Z_ MAPKK-PP

MAPKK P'ase

MAPK _ MAPK-P ' MAPK-PP

MAPK P'ase

OUTPUT

FIG. 1. Schematic view of the MAPK cascade. Activation of
MAPK depends upon the phosphorylation of two conserved sites
[Thr-183 and Tyr-185 in rat p42 MAPK/Erk2 (4, 5)]. Full activation
of MAPKK also requires phosphorylation of two sites [Ser-218 and
Ser-222 in mouse Mek-1/MKK1 (6-10)]. Detailed mechanisms for the
activation of various MAPKKKs (e.g., Raf-1, B-Raf, Mos) are not yet
established; here we assume that MAPKKKs are activated and inac-
tivated by enzymes we denote El and E2. MAPKKK* denotes
activated MAPKKK. MAPKK-P and MAPKK-PP denote singly and
doubly phosphorylated MAPKK, respectively. MAPK-P and
MAPK-PP denote singly and doubly phosphorylated MAPK. P'ase
denotes phosphatase.

ultrasensitive enzymes are also relatively less sensitive to small
stimuli than are Michaelis-Menten enzymes; at low stimulus
levels their stimulus/response curves are less steep than those of
Michaelis-Menten enzymes (Fig. 2A). Thus, highly ultrasensitive
enzymes tend toward all-or-none, switch-like responses.
The most widely appreciated mechanism for generating

ultrasensitive responses is cooperativity. Positively cooperative
enzymes have sigmoidal stimulus/response curves, and require
less than an 81-fold stimulus to drive them from 10% to 90%
maximal response. However, cooperativity is not the only
mechanism through which ultrasensitive responses can be
generated. Ultrasensitivity also arises when enzyme cycles
operate near saturation ["zero-order ultrasensitivity" (11)]
and when stimuli impinge upon multiple steps of an enzyme
cascade ["multistep ultrasensitivity" (12-14)].
We have investigated whether an ultrasensitive, switch-like

response would be expected of the vertebrate Erkl/Erk2
MAPK cascade, given what is known about the abundances of
the members of the cascade and their affinities for each other.
We solved the rate equations for the cascade numerically, and
found that the dose/response curves for MAPK and MAPKK
are predicted to be sigmoidal, with the MAPK curve predicted
to be as steep as that of a cooperative enzyme with a Hill
coefficient of nearly 5. We then carried out detailed measure-
ments of the stimulus/response curves for one MAPKK
(Mek-1) and one MAPK (p42 MAPK/Erk2) in a highly

Abbreviations: MAPK, mitogen-activated protein kinase; MAPKK,
MAPK kinase; MAPKKK, MAPK kinase kinase.
tTo whom reprint requests should be addressed.
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FIGURE 21. La cascade MAPK, d’après [?]. On remarque que l’activation de MAPKK et
MAPK faire intervenir une DOUBLE phosphorylation. Le symbole P’-ase réfère à une phos-
phatase.

5.6. La cascade MAPK. La protéine MAPK (pour ≪ mitogen-activated protein kinase ≫) est une kinase
dont la cascade d’activation est très conservée au cours de l’évolution. Elle intervient dans de nombreuses voies
d’activation (de la membrane au noyau) et son principe est toujours le même : trois protéines interviennent au
cours de la cascade et les deux dernières MAPKK et MAPK doivent être phosphorylées sur deux résidus pour
être actives (Cf. Fig. 5.6). Cette kinase possède une courbe de réponse à un stimulus dont la pente est plus forte
que celle prédite par la réaction de Michaelis-Menten (Cf. Fig. 5.6).

On remarque :
— Les courbes sont bien ajustées avec des coefficients de Hill de l’ordre de 5.
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d
[K-P-KK-PP
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d
[K-PP] = -a

dt

d
[K-PP.K P'a
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In addition, tk
29-35).

[KKKtot] = [K]

[30][Eltot]= [El] + [KKK-E1]

[E2t01d = [E2] + [KKK*.E2] [31]

[KKtot] = [KK] + [KK-P] + [KK-PP] + [KK.KKK*]
+ [KK-P*KKK*] + [KK-P*KKP'ase]
+ [KK-PP *KKP'ase]

+ [KK-PP *K] + [KK-PP *K-P]

[KK P'aset.t] = [KK P'ase] + [KK P'ase-KK-P]
+ [KKP'ase *KK-PP]

[Ktot] = [K] + [K-P] + [K-PP] + [KK-PP-K]
+ KK-PP.K-P] + [K-P KP'ase] + [K-PP.KP'ase]

[K P'asetot] = [K P'ase] + [K-P.K P'ase]
+ [K-PP -KP'ase]

[32]

[33]

[34]

[35]

1o-5 104 10-3 10-2 lo-1 These equations were solved numerically using the Runge-

Input stimulus (E1t0, Kutta-based NDSolve algorithm in Mathematica (Wolfram
Research, Champaign, IL). An annotated copy of the Math-

cted stimulus/response curves for MAPK cascade ematica code for the MAPK cascade rate equations can be
dlated by numerical solution of the rate equations for obtained from J.E.F.
cascade. (A) Predicted responses (solid lines) on a The equations written above assume that the dual phospho-
Lnput stimulus is expressed in multiples of the EC50, rylations of MAPK and MAPKK occur by two-step distrib-
of Eltot that produces a 50% maximal response. The rltion ofnmA. MAn MAPKK occu by two-step, distri-
Hill equation curves whose steepness (the ratio of utive mechanisms. MAPKcollideswith itS activator (MAPKK-
i1o) is the same as the steepness of the calculated PP), undergoes the first phosphorylation, and is released by its
ni-logarithmic plot of the predicted responses. Here activator; then the monophosphorylated MAPK-P collides with
s (Eltot) is expressed in absolute, rather than relative, MAPKK-PP, undergoes the second phosphorylation, and is

released as active MAPK-PP (and likewise for the double phos-
phorylation of MAPKK by MAPKKK*). We also set up and
solved the equations for cascades where MAPK is activated in a

.KK-PP] - a8[K-P][K P'ase] two-step process but MAPKK is activated by a one-collision,
processive mechanism; where MAPK is activated by a one-

8[K-PKP'ase] - a9[K-P][KK-PP] collision mechanism but MAPKK is activated by a two-collision

9[K-P-KK-PP] + kjO[K-PP KP'ase] [241
mechanism; or where both enzymes are activated by one-

KK-PP]+k10[-PP -KP'ase [24] collision, processive mechanisms, as described below.
Assumed Concentrations and Km Values. We initially as-

e] = a8[K-P][K P'ase] sumed the total concentrations of MAPKKK, MAPKK, and
MAPK to be 3 nM, 1.2 ,tM, and 1.2 ,M, respectively, based
on estimates for the concentrations of Mos (a MAPKKK),

- (d8 + ks)[K-P - KP'ase] [25] Mek-1 (a MAPKK), and p42 MAPK, in mature Xenopus
oocytes (17-19). We initially assumed that E2tot is 0.3 nM

'] = a9[K-P][KK-PP] (10-fold less abundant than its substrate Mos); that MAPKK
P'asetot is 0.3 nM (so that the maximal concentration of
activated MAPKKK is 10-fold higher than that of this opposing

- (d9 + k9)[K-P * KK-PP] [26] phosphatase); and that MAPK P'aset.t is 120 nM (so that the
maximal concentration of activated MAPKK is 10-fold higher

,10[K-PP][K P'ase] than that of this opposing phosphatase). Eltot was taken to
represent the level of input stimulus to the cascade, and was

varied over a wide range.
d10[K-PP . KP'ase] + k9[K-P . KK-PP] [27] For the purposes of calculating steady-state levels of the

enzyme species, it is the Km values [K,.,Y = (dx + kx)/ax] rather

se] = alo[K-PP][K P'ase] than the individual rate constants that are pertinent. We initially
assumed the Km value for phosphorylation of MAPK by
MAPKK-PP to be 300 nM, based on a value measured for the

- (d10 + k10)[K-PP -KP'ase] [28] phosphorylation of mammalian p42 MAPK/Erk2 by active

iere are seven conservation equations (Eqs. MKK-1 (N. Ahn, personal communication), and arbitrarily took
all of the other Km values to be 300 nM as well. We subsequently
varied all of these Km values and concentrations over a 25-fold

KK] + [KKK*] + [KKK-E1] range.
In the numerical studies, the input stimulus to the cascade

[KKK* - E2] was taken to be the concentration of Elto1, whereas in the
experimental studies, what was varied was the concentration of

[KKK* - K] + [KKK* * K-P] [29] Mostot (the relevant MAPKKK). However, the calculated

Proc. Natl. Acad. Sci. USA 93 (1996)

FIGURE 22. Courbe de réponse des différentes protéines intervenant dans la cascade MAPK

— Plus le coefficient de Hill (index de COOPÉRATIVITÉ) est élevé, plus sensible est la réponse. Ce phénomène,
distinct de la bistabilité est une amplification du signal dû à la présence d’un seuil.

La Fig. 5.6 donne la solution numérique du système cinétique. On remarque que la pente est de plus en plus
forte au fur et à mesure que l’on descend dans la cascade avec un index de Hill devenant de plus en plus grand.

La sensibilité de la cascade peut être expliquée en utilisant la règle de la dérivation en chaı̂ne pour une
réaction hypothétique dont le produit est y(x) avec x concentration du réactant.

y(x) = f(f(x)) ⇒ y′(x) = f ′(f(x))× f ′(x) (72)

de telle sorte que les dérivées sont multipliées

5.7. Application : le modèle de Goodwin. Le modèle de Goodwin décrit l’un des systèmes de régulation
les plus classiques, c’est-à-dire le schéma réactionnel d’une boucle de contre-réaction NÉGATIVE (INHIBITION)
par le propre produit d’un gène. Ce schéma suit une règle générale où le produit d’une réaction génère son
propre inhibiteur. On considère un enzyme E, un répresseurR et deux métabolites F etG. Le répresseur forme
un dimère avec G pour un former un complexe qui est capable de bloquer la transcription de la protéine E en
s’accrochant sur le site d’initiation de la transcription. Les variables suivantes permettent de raffiner le modèle :

(1) La variable m représente la concentration d’ARN messager : cette variable mesure le taux de trans-
cription.

(2) les variables e et g sont les concentrations de E et du co-répresseur G.

En suivant la figure 5.7, le système dynamique peut être mis sous la forme suivante

dm

dt
= K1R(g)− γ1m

de

dt
= K2m− γ2e

dg

dt
= K3e− γ3g

(73)

où les Ki=1,2,3 sont des taux de sythèse et les γi=1,2,3 sont les taux de dégradation.
La fonction R(g) est introduite ≪ à la main ≫ pour décrire comment la transcription dépend de la concen-

tration de co-répresseur. On utilisera ici une forme phénoménologique

R(g) =
θn

θn + gn
(74)

où θ et n sont des paramètres. On supposera n ≫ 1 de telle sorte que l’Eq. (74) définit un seuil pour la
concentration g en-deçà du quel la transcription est active et au-delà du quel elle est bloquée. Cette fonction
permet d’atteindre un état stationnaire avec des concentrations différentes de zéro. Ce modèle conduit aussi à
des phases oscillantes.
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permettent de mémoriser de manière durable un signal
intercellulaire ou environnemental sous la forme d'un
état d'expression différencié [17, 18]. Dans le cas de la
seconde catégorie de circuits, chaque élément a un
effet indirect négatif sur lui-même et l'on parle alors de
« circuit négatif ». De tels circuits peuvent donner lieu
à une expression homéostatique, éventuellement pério-
dique, pour tous les gènes impliqués. Nous verrons plus
loin des exemples simples pour les deux catégories de
circuits dans le cadre d'une formalisation dynamique
plus explicite.
Dès que plusieurs circuits sont imbriqués (Figure 2E), il
devient très difficile d'évaluer les propriétés dyna-
miques du réseau. En fait, en fonction des contraintes
existantes sur l'expression des différents gènes impli-
qués, plusieurs cas de figure peuvent se présenter,
depuis la prédominance d'un seul circuit jusqu'à la
combinaison des propriétés de plusieurs circuits. Il faut
alors passer à une formalisation dynamique explicite
(équations différentielles, logiques ou stochastiques,
voir plus loin) pour préciser les différents comporte-
ments dynamiques possibles et les conditions paramé-
triques associées. 
Avant de nous tourner vers ces formalisations dyna-

miques, il est important de réaliser que la théorie des
graphes offre déjà un ensemble de concepts et d'algo-
rithmes permettant d'aborder de nombreuses questions
biologiques. En particulier, il est possible de décompo-
ser un graphe complexe en composantes plus facile-
ment interprétables (Figure 3). La théorie des graphes
devrait aussi permettre d'envisager de manière formelle
et générique les problèmes de comparaison entre sous-
réseaux, au sein d'un organisme, ou en comparant les
interactions entre gènes dans des organismes diffé-
rents. On parle alors d'« isomorphisme » (même struc-
ture : même nombre d'éléments reliés par des confi-
gurations d'arêtes équivalentes) ou encore
d'« homéomorphisme » (même topologie, par exemple
en termes de circuits) entre graphes.

Modèles différentiels 

Parmi les méthodes de modélisation dynamique, la plus
utilisée en biologie est sans conteste la description dif-
férentielle (voir par exemple [19-25]). Les concentra-
tions ou les activités des espèces moléculaires sont
généralement représentées par des grandeurs (ou
« variables ») réelles positives, susceptibles de varier
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Figure 4. Modélisation différentielle du réseau correspondant au cas classique d'inhibition d'une réaction par son produit (d'après [26]). A.
Schéma réactionnel. E (pour « enzyme ») et R (pour répresseur) représentent des protéines, et F et G représentent des métabolites. L'association
du répresseur (sous forme de dimère) au métabolite G permet la fixation du complexe en amont du gène codant pour l'enzyme E et le blocage de
la transcription de celui-ci. B. Système d'équations différentielles correspondant : m, e et g représentent les concentrations de l'ARNm codant
pour l'enzyme, de la protéine enzymatique, et du métabolite G (co-répresseur), respectivement. km, ke et kg sont des constantes de synthèses,
alors que γm, γe et γg sont des constantes de dégradation, θ est une constante de seuil, et n une constante de coopérativité. 
C. Résultat d'une simulation pour un choix de conditions initiales et des valeurs paramétriques raisonnables mais arbitraires. Les trois courbes
correspondent aux nombres de molécules d'ARNm (variable m, violet), de protéine enzymatique (variable e, vert), et du métabolite G (co-répres-
seur, variable g, bleu). On obtient un état stationnaire stable.
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FIGURE 23. À gauche, schéma réactionnel du modèle de Goodwin. À droite, variation des
concentrations en fonction du temps pour des conditions initiales arbitraires. On remarque que
l’on atteind un état stationnaire.
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FIG. 1. Periodic oscillation which arises from the substitution of (3a) in (2) with 

n 4 cc, tI = 0.5, X = y = 1, 7 = 0.7. The dashed horizontal line in this and some of the other 

figures represents the value of the threshold. 

The situation using the nonmonotonic feedback in (3b) is very different. 

In this case, for some parameter values, numerical simulations showed highly 

complex behavior including period doubling bifurcations and chaotic dy- 

namics (Figure 2). It was proposed that the observed oscillations in this case 

might correspond to abnormal fluctuations of blood cells observed in some 

leukemias. There are no proofs that the dynamics in the equation with the 

nonmonotonic feedback in (3b) are chaotic, but by using a piecewise linear 

nonmonotonic feedback function it has been possible to prove chaos [17]. 

Similar equations have been proposed by several workers as models for 

control of blood cell production [22, 271, feedback control in population 

growth, [14, 29, 341, and other areas (see references in [17]). 
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FIG. 2. Chaotic oscillation which arises from the substitution of (3b) in (2) with 

n = 10, e = 1, A = 0.2, y = 0.1, 7 = 20 (from [28]). 

FIGURE 24. D’après [?]

5.8. Introduction d’un délai. On ne considère qu’une seule réaction, mais on dit que la boucle de contre-
réaction prend du temps. L’équation cinétique pour g(t) devient

dg

dt
=

θn

θn + gn(t− τ)
− γg (75)

où τ est un temps caractéristique de retard. Cette approximation conduit soit à des états stationnaires soit à des
oscillations (Cf. Fig. 5.8).

REMARQUE. L’introduction d’un délai n’est pas une approximation innocente du point de vue mathématique.
Si on modifie R(g) dans l’Éq. (75) par

θng(t− τ)

θn + gn(t− τ)
(76)

il existe alors des états chaotiques (extrême sensibilité vis à vis des conditions initiales de telle sorte que le
comportement n’est pas prédictible.

5.9. Réseaux de réactions enzymatiques. Dans les organismes vivants, il existe donc de nombreux fac-
teurs de transcription qui peuvent être accrochés à l’ADN et, ainsi réguler la transcription de gènes spécifiques,
c’est-à-dire la synthèse de l’ARN à partir de certaines régions codantes de de l’ADN chromosomale. Cette
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Figure 19: Zooming-in on Figure 9

everywhere. The non-sign-definite case would be that in which the partial derivative is positive for some values
of the state variables (p, q) and negative for others, as with the equation ṗ = (1 − p)q, where ∂f

∂q = 1 − p is
positive if p < 1 and negative if p > 1.

Two-Species Interactions

As the number of proteins and other species increase, the complexity of feedback loops and dynamics exhib-
ited by biochemical networks can be, in principle, quite arbitrary. However, some of the main behaviors in
which biologists have focused their interest arise already in systems that involve just two interacting chemicals,
Figure 20.

Figure 20: Mutual inhibition. Mutual activation. Activation-inhibition

In mutual inhibition, each species inhibits the other one. If some external input signal helps to transiently
increase the concentration of A sufficiently over that of B, then A will repress B. Since B is at a low concentra-
tion, it will not repress A. Assuming that A can maintain its high level —due for example to some autocatalytic
reaction, or to the influence of other variables not shown— this situation will persist until such a time when
some other external factor allows B to gain an upper hand over A. The system will, therefore, memorize which
of the two components, A or B, was last activated externally; this “toggle-switch,” analogous to similar ones
found in electronic devices, plays a central role in differentiation and other biological forms of memory. See for
instance older work on the lambda phage lysis-lysogeny switch and the hysteretic lac repressor system [19, 21],
as well as more recent references such as [10, 5, 23, 3].

In mutual activation, each species activates the other. Now, if some external input signal helps to transiently
increase the concentration of A, then B will be activated by A, and B will, in turn, enhance A even more. In
effect, a sufficiently large external signal, applied to either A or B, results in a large increase in both A and B.
(If the signal is not strong enough, we will assume that A and B stay small.) This mode of positive feedback
appears in biomolecular systems that amplify signals, as well as systems that produce a “binary” response to
external stimuli, and it is thought to play a role in cell decision-making.

Finally, a net negative feedback as in activation/inhibition loops is, as usual in the field of control theory,
the mechanism responsible for set-point regulation, or as biologists say, homeostasis. It plays a role also in

16

FIGURE 25. Réseau d’interaction entre deux gènes A et B.La première figure correspond
à une inhibition mutuelle, la deuxième à une activation mutuelle alors que la dernière est un
réseau d’activation et d’inhibition croisée.

Cell
210

at the first step after receptor activation. Similarly, in
Dictyostelium amoebae, the PI3P-dependent frontness
pathway diverges from a backness signal, PTEN-trans-
location to and from the plasma membrane, at a point
in the signaling pathway upstream of PI3Ps: after expo-
sure to a uniform concentration of attractant, these cells
transiently translocate PTEN-GFP from plasma mem-
brane to cytoplasm, and then PTEN returns to the mem-
brane; neither effect is altered by genetic knockouts of
two PI3Ks (R. Meili and R.A. Firtel, personal communica-
tion). (Note that the inhibitory backness program ap-
pears to control PTEN translocation in the soil amoeba,
but may not do so in HL-60 cells; see Supplemental
Figure S3.)

Why is it biologically useful to separate frontness and
backness pathways at such an early step? Our findings

Figure 7. Actin Assemblies Modulate Sensitivity to Attractant: A suggest one reason: signal divergence at a step up-Model
stream from PI3P accumulation means that PI3Ps do

See text for details. Abbreviations: R, G protein-coupled receptor;
not have to regulate backness directly. This allows theGi and G12/13, trimeric G proteins; Rac and Rho, small Rho
push-pull relation between the two pathways to produceGTPases; PI3P, 3! phosphoinositides.
more sharply demarcated morphologic polarity.

In addition to promoting morphologic polarity, diver-
gence of backness signals from frontness signals cre-The model in Figure 7 explains how neutrophils and
ates markedly asymmetric sensitivity to frontness cues,HL-60 cells polarize in uniform attractant and why they
which may contribute to direction-finding in shallow gra-respond to changes in attractant gradients by making
dients. In this regard, it is instructive to compare ourU-turns. The more or less symmetrically distributed actin
model with that of Devreotes and Janetopoulos (2003).ruffles and PI3P accumulation seen at early times (e.g.,
These investigators drew a sharp distinction between30 s) after application of a uniform stimulus (Wang et
polarity (that is, assumption of an asymmetric shapeal., 2002) presumably mask a fine-textured mosaic of
with defined front and back) from directional sensing,interspersed backness and frontness signals, some trig-
which they define as the ability to detect an asymmetricgering activation of PI3Ks, Rac, and actin polymeriza-
extracellular cue and generate an internal amplified re-tion, others promoting activation of Rho and myosin.
sponse. In their formulation, directional sensing is notLocalized mechanochemical incompatibility of the two
the same as polarity and indeed can function in thecytoskeletal responses, combined with the ability of
absence of polarity. Instead, they explain directionaleach to damp signals that promote the other (dashed
sensing by a “local excitation-global inhibition” modelinhibitor lines in Figure 7), then gradually drive them to
in which a rapid, local excitation (reflected by PI3P accu-separate into distinct domains of the membrane. As a
mulation) is balanced by a slower “global inhibition”result, within 2 min, a morphologically distinct pseudo-
process, which depends on average receptor occu-pod, which is highly sensitive to attractant, cleanly de-
pancy. In an attractant gradient, local excitation at themarcates itself from relatively insensitive membrane, en-
leading edge will exceed the steady-state level of inhibi-riched with myosin, at the back and sides (Servant et al.,
tion, while the opposite will be true at the back of the2000; Srinivasan et al., 2003; Wang et al., 2002; Weiner et
cell; as a consequence, the gradient of membrane PI3Psal., 2002; Zigmond et al., 1981).
is steeper than that of the external attractant.Why do neutrophils (Zigmond et al., 1981) and polar-

Devreotes and Janetopoulos (2003) regard this ampli-ized HL-60 cells (Figure 5A) respond to changes in direc-
fication of signal asymmetry as fundamentally distincttion of a gradient by performing U-turns rather than from morphologic polarity, because latrunculin-treated

simply reversing polarity? According to the model (Fig- cells, which are unable to polymerize actin (and thereby
ure 7), this is because the positive feedback loop at the polarize), nonetheless can exhibit the amplified asym-
front and inhibitory backness signals at the back and metries of PI3P probes and PTEN characteristic of direc-
sides combine to render the pseudopod much more tional sensing. Because PI3P asymmetries in normal
sensitive to PI3P- and Rac-activating actions of the at- Dictyostelium cells exposed to an attractant gradient
tractant, more or less forcing the cell to follow its nose. considerably exceed those of latrunculin-treated cells,
Collapse of polarity when the attractant-filled micropi- however, they suggest that polymerized actin exerts
pette is moved rapidly from front to back (Figure 5A) an additional gradient-amplifying effect, presumably via
may reflect rapid decrease of the stimulus in the pseudo- positive feedback similar to that described in HL-60 cells
pod’s immediate environment, combined with inability (Srinivasan et al., 2003; Wang et al., 2002; Weiner et al.,
of inhibited lateral surfaces to respond to frontness sig- 2002).
nals when they have just experienced an increase in Our observation that GPCR-stimulated activation of
backness signals as well. G12 and G13 mediates inhibition of frontness responses

in HL-60 cells indicate that the attractant itself can serve
Divergent, Opposed Signals for Front and Back as the primary inhibitor. Unlike the theoretical global
It is striking that different trimeric G proteins mediate inhibitor diffusing through the cytoplasm, this inhibitor

is not functionally “global,” because it turns off frontnessfrontness and backness so that these pathways diverge

FIGURE 26.

régulation de la transcription est un mécanisme très complexe qui peut impliquer plusieurs dizaines de gènes.
C’est aussi un processus qui a lieu durant toute la transcription et qui implique donc des mécanismes temporel.
On dira qu’un gène A active le gène B si la protéine qui résulte de la transcription de A a une influence po-
sitive sur l’expression du gène B. Dans le cas contraire, on parlera d’inhibition . Activation ı̈ndexactivation et
inhibition sont représentées par des flèches suivant la convention adoptée dans la figure 25.

Si plusieurs gènes sont impliqués dans un processus biologique, ils forment ce qu’on appelle un graphe
d’interaction . Un graphe est ici défini à partir de ses vertex, qui sont les protéines et à partir de ses arrêtes
orientées où un signe + entre l’arrête i−j signifie que i active j (un signe − signifierait qu’il y a une inhibition).
Bien sûr, un gène peut s’activer ou s’inhiber lui-même. Enfin, suivant la concentration des protéines, l’effet de
i sur j peut changer de signe. En d’autres mots, le graphe dépend de la concentration des protéines.

Ces graphes ne s’appliquent pas uniquement aux processus de transcription des gènes. La figure 26 représente
un réseau hypothétique de polymérisation de l’actine dans une cellule de type neutrophyle[?]. Sous l’effet d’un
chemio-attractant, le récepteur R est activé et cette activation est liée à deux types de petites protéines G. On
constate que deux voies d’activation de la polymérisation de l’actine sont activées et qu’elles s’excluent mu-
tuellement (Rac et Rho) . Ces deux modes sont en fait répartis le long de la cellule adhérente sur un substrat de
façon différente. Lorsque la cellule est motile, il existe des zones d’avancé, ou de protrusions, qui correspondent
à des lamellipodes, et des zones de rétraction, où la cellule se décolle du substrat. Le mouvement de la cellule
est liée à la polymérisation de l’actine qui est à l’origine des changements de forme de la celule. Celle-ci utilise
ces deux voies suivant qu’elle polymérise dans une zone de protrusion ou une zone de rétraction.

5.10. Multistabilité. La propriété intéressante d’une courbe en sigma par rapport à une courbe hyperbo-
lique obtenue pour n = 1 est qu’elle permet une réponse de type tout ou rien. Incluons en effet une boucle de
rétro-action POSITIVE où le substrat s(t) est une fonction croissante du produit p, s ∝ p. Nous avons en unités
renormalisées

dp

dt
= Vmax

pn

1 + pn
− koffp (77)
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FIGURE 27. Les deux cas de figures de réfèrent à l’Eq. (27. En (a), cas hyperbolique avec
n = 1, il n’y a qu’un point fixe de fonctionnement. En (b), pour n = 20, la droite koffp a trois
points d’intersection et le point de fonctionnement du milieu est instable.
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It is becoming increasingly clear that bistability (or, more generally,
multistability) is an important recurring theme in cell signaling.
Bistability may be of particular relevance to biological systems that
switch between discrete states, generate oscillatory responses, or
‘‘remember’’ transitory stimuli. Standard mathematical methods al-
low the detection of bistability in some very simple feedback systems
(systems with one or two proteins or genes that either activate each
other or inhibit each other), but realistic depictions of signal trans-
duction networks are invariably much more complex. Here, we show
that for a class of feedback systems of arbitrary order the stability
properties of the system can be deduced mathematically from how
the system behaves when feedback is blocked. Provided that this
open-loop, feedback-blocked system is monotone and possesses a
sigmoidal characteristic, the system is guaranteed to be bistable for
some range of feedback strengths. We present a simple graphical
method for deducing the stability behavior and bifurcation diagrams
for such systems and illustrate the method with two examples taken
from recent experimental studies of bistable systems: a two-variable
Cdc2!Wee1 system and a more complicated five-variable mitogen-
activated protein kinase cascade.

One of the most important and formidable challenges facing
biologists and mathematicians in the postgenomic era is to

understand how the behaviors of living cells arise out of the
properties of complex networks of signaling proteins. One inter-
esting systems-level property that even relatively simple signaling
networks have the potential to produce is bistability. A bistable
system is one that toggles between two discrete, alternative stable
steady states, in contrast to a monostable system, which slides along
a continuum of steady states (1–9). Early biological examples of
bistable systems included the lambda phage lysis-lysogeny switch
and the hysteretic lac repressor system (10–12). More recent
examples have included several mitogen-activated protein kinase
(MAPK) cascades in animal cells (13–15), and cell cycle regulatory
circuits in Xenopus and Saccharomyces cerevisiae (16–18). Bistable
systems are thought to be involved in the generation of switch-like
biochemical responses (13, 14, 19), the establishment of cell cycle
oscillations and mutually exclusive cell cycle phases (17, 18), the
production of self-sustaining biochemical ‘‘memories’’ of transient
stimuli (20, 21), and the rapid lateral propagation of receptor
tyrosine kinase activation (22).

Bistability arises in signaling systems that contain a positive-
feedback loop (Fig. 1a) or a mutually inhibitory, double-
negative-feedback loop (which, in some regards, is equivalent to a
positive-feedback loop) (Fig. 1b). Indeed, Thomas (23) conjectured
that the existence of at least one positive-feedback loop is a
necessary condition for the existence of multiple steady states;
alternative proofs of this conjecture are given in refs. 24–27.
However, the existence of positive loops is far from being sufficient;
positive feedback does not guarantee bistability. A standard graph-
ical test, termed phase plane analysis, can be used to visualize under
what conditions a particular positive-feedback system will exhibit
bistability, but this test is valid only if the system contains no more

than two variables. Realistic biological networks generally contain
more proteins and more variables (e.g., Fig. 1c), precluding the use
of phase plane analysis.

Here, we present a method for analyzing positive-feedback
systems of arbitrary order for the presence of bistability or multi-
stability (i.e., more than two alternative stable steady states),
bifurcation, and associated hysteretic behavior, subject to two
conditions that are frequently satisfied even in complicated, realistic
models of cell signaling systems: monotonicity and existence of
steady-state characteristics (28–34). The main ideas of this article
can be illustrated through two examples drawn from recent exper-
imental studies: the Cdc2-cyclin B!Wee1 system, which can be
considered to be a two-variable system, and the Mos!MAPK kinase
p42 MAPK cascade, a five-variable system.

A Two-Variable Example: The Cdc2-Cyclin B!Wee1 System
As a first example, we will use our methods to determine the
stability behavior and bifurcation diagram for a two-variable
double-negative or mutually inhibitory feedback loop (Fig. 1b).
Of course, this example can be treated without recourse to our
theoretical developments, because it is generally straightforward
to derive results for 2D systems through classical phase plane
analysis (see Supporting Text, which is published as supporting
information on the PNAS web site, for further discussion of the
present method vs. phase plane analysis for two-variable sys-
tems). But precisely because it is possible to visualize phase plane
behavior, the example affords us a way to compare our frame-
work with classical approaches.

To put the example into concrete terms, we suppose that one of
the proteins is the Cdc2-cyclin B complex, and the other is the Wee1
protein (Fig. 2a) (17, 18, 35–38), and we make a number of
simplifications to allow the interplay between Cdc2-cyclin B and
Wee1 to be treated as a two-variable problem. First, we assume that
Cdc2-cyclin B and Wee1 each exist in only two forms (rather than

Abbreviations: MAPK, mitogen-activated protein kinase; I!O, input!output.
§To whom correspondence should be addressed. E-mail: sontag@math.rutgers.edu.
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Fig. 1. Feedback systems that may exhibit bistability. (a) A two-component
positive-feedback loop, which can be analyzed by classical phase plane tech-
niques. (b) A two-component, mutually inhibitory feedback loop, which can also
be analyzed by classical phase plane techniques. (c) A longer mutually inhibitory
feedback loop, which cannot be analyzed by classical phase plane techniques.

1822–1827 " PNAS " February 17, 2004 " vol. 101 " no. 7 www.pnas.org!cgi!doi!10.1073!pnas.0308265100

FIGURE 28. Exemple de réseaux pouvant conduire à des systèmes bistables.

Si la valeur initiale de p est inférieure à un seuil, la réponse du système sera nulle, alors que si elle est
supérieure à ce seuil, le système tendra vers un NOUVEAU point fixe de fonctionnement à p fini (Cf. Fig 27).

— Comment les conditions initiales sont-elles fixées pour dépasser le seuil ? Généralement une enzyme
(Cf. ondes calciques).

— L’exemple d’un système bistable est un cas académique facile à traiter en utilisant la technique du plan
de phase (Cf. plus loin). Généralement, le système est multistable avec n > 2 points fixes.

— La multistabilité est un thème récurrent en signalisation cellulaire (MAPK est un système bistable).
Impliqué dans des réponses de type ≪ tout ou rien ≫, oscillations des cycles cellulaires etc. Référence
générale[?].

RÈGLE DE THOMAS (1981) : Si un réseau de gènes possède plusieurs états stationnaires de fonction-
nement, alors son graphe d’interaction contient au moins une boucle de contre-réaction positive (un circuit
positif). Cette conjecture a été prouvée du point de vue des mathématiques en 2006 par Soulé [?]. Cette règle
paraı̂t particulièrement utile du point de vue du généticien. Prenons l’exemple d’un système bistable lié à la
différentiation cellulaire. Alors, d’après la règle de Thomas, il existe des gènes impliqués dans une boucle de
contre réaction positive et les règles du génie génétique permettront de les isoler. Bien sûr cette règle ne spécifie
pas que la boucle de contre-réactive positive détermine la dynamique du circuit. L’hypothèse d’un état au moins
bistable est nécessaire.

5.11. Exemple d’une réseau d’inhibition croisé. Nous considérons un système de deux protéines en
interaction. Soient xa et xb leur concentration et nous noterons γa,b leur taux de dégradation. Le système
d’équation différentielle décrivant la dynamique est supposé donné par (θ est un paramètre) :

dxa
dt

= κaR(xb, θb, nb)− γaxa

dxb
dt

= κbR(xa, θa, na)− γbxb

(78)

où

R(x, θ, n) =
θn

θn + xn
(79)
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En raison de son caractère non-linéaire, On ne connaı̂t pas de solution analytique du système (78). Le système
ayant néanmoins deux variables, l’analyse est considérablement simplifiée en utilisant le portrait de phase
(xa, xb). Celui-ci révèle l’existence de trois points fixes où les deux extrêmes à concentration forte de A ou
de B sont stables. Celui qui est localisé à des concentrations intermédiaires pour les espèces A et B est in-
stable et n’a pas d’intérêt. Ce système est BISTABLE(deux points de fonctionnent) et il présente un phénomène
d’HYSTÉRÉSIS. En effet, une perturbation transitoire, si elle est suffisante, permet de franchir la séparatrice
entre les deux bassins d’attraction et ramène le système sur un autre point fixe. Ce phénomène suggère un
mécanisme très simple permettant de basculer d’un point fixe à un autre.

Ce type de bascule a été utilisé par Gardner[?] pour construire un réseau d’inhibition croisé dans Escheri-
chia Coli en clonant des gènes sur un plasmide

FIGURE 29. En (a), portrait de phase correspondant au système (78). Le système possède deux
points fixes stables séparés par un point fixe instable. La partie (b) illustre le phénomène
d’hystérésis.

Exemple de système chimiquement excitable possédant plusieurs points fixes. On dit qu’un système est
excitable si sa trajectoire dans l’espace des phase décrit un tracé arbitrairement long pour retourner vers le
point fixe stable autour duquel il a été initialement perturbé.

Nous considérons le système de deux équations chimiques où les espèces (u, v) obéissent à une équation
du mouvement à deux paramètres F et k :

du

dt
= −uv2 + F (1− u)

dv

dt
= +uv2 − (F + k)v

(80)

À titre d’exemple, on peut citer d’autres modèles similaires de réactions chimiques non-linéaires. Ainsi :
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- Le Brusselator
du

dt
= Bv − uv2

dv

dt
= −(B + 1)v +A

(81)

- Le Glycolisis
du

dt
= −ku− uv2 + δ

dv

dt
= ku− v + uv2

(82)

On notera que F (1− u) agit comme un terme de source favorisant une concentration u égale à l’unité. Ce
modèle de réaction chimique apparaı̂t dans la littérature comme le modèle de Gray-Scott [?, ?, ?] dont l’étude
numérique par Pearson[?] a démontré l’existence de structures auto-réplicantes.

(1) Donner un exemple de réactions chimiques autocatalytiques qui pourraient donner cette dynamique.

(2) Nous désirons étudier les points fixes dans l’espace (u, v) en fonction des paramètres (F, k). Vérifiez
que le point (1, 0) est toujours un point fixe de (80). Démontrer qu’il existe deux autres points fixes si
F ≥ 4 (F + k)2 donnés par :

u1,2 =
1

2

1±
√
1− 4

(F + k)2

F


v2,1 =

F

2(F + k)

1±
√
1− 4

(F + k)2

F

 (83)

(3) Nous désirons étudier la stabilité de ces points fixes. Montrer que (1, 0) est toujours stable. Démontrer
que la stabilité des deux autres points fixes est donnée par les valeurs propres de la matrice :(

−(F + v2) −2uv
v2 −(F + k) + 2uv

)
=

(
−(F + v2) −2(F + k)

v2 (F + k)

)
(84)

dont la trace et le déterminant sont donnés par :

Tr (A) = −
(
v2 − k

)
det (A) =

(
v2 − F

)
(F + k)

(85)

En déduire que l’un des points fixes est toujours instable si v2 < F . Démontrer que le système possède
une bifurcation de Hopf donnée par Tr(A) = 0 et det(A) ≥ 0.

5.11.1. Un exemple simple de bifurcation. L’un des grands apports de la physique statistique de la fin
du siècle dernier est d’avoir su décrire le problème des changements de phases continus dans le langage des
bifurcations. Pour une transition de phase, un changement infime d’un paramètre, par exemple la température,
conduit à une modification globale du système qui bascule d’une phase à une autre. Illustrons ici l’exemple
d’une bifurcation dans le contexte d’une réaction chimique volontairement caricaturale, mais qui peut être
appliquée à la dynamique des gènes ou aux réseaux de signalisation moléculaires.

Supposons qu’une concentration c(t) obéisse à la réaction d’ordre 3
dc

dt
= c2 (1− c)− kc (86)

où le paramètre k est une constante cinétique associée à une dégradation. La dynamique du système pilotée par
l’éq. (86) ne dépend que de propriétés très générales du polynôme du troisième degré. En s’aidant du graphe
de la Fig. 5.11.1, on constate :

(1) Pour k > 1/4, le système n’a qu’un seul point fixe stable et c(t) → 0.

(2) Pour k < 1/4, le système possède un nouveau point fixe stable, c+, alors que c = 0 est devenu un
point fixe instable. Aussi c(t) → c+.
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FIGURE 31. La courbe du haut avec trois zéros est obtenu pour k < 1/4 dans l’Éq. (86). Celle
du bas, où le seul zéro coı̈ncide avec l’origine correspond à k > 1/4.

En conclusion, un changement minime du paramètre k que l’on suppose fixé par une enzyme X peut pro-
fondément altérer la dynamique du système aux temps longs.

5.12. Bifurcation de Andronov-Hopf-Poincaré. Il s’agit de décrire un changement de comportement
d’un système dynamique en fonction d’un paramètre β. Lorsque β est inférieure à une valeur critique, disons
βc la variable x(t) solution du système

dx

dt
= f(x(t), β) (87)

est constante. Au-delà d’une certaine valeur, β > βc, le système oscille. La bifurcation de Hopf est l’un des
mécanismes qui permet d’expliquer cette transition (en une dimension, c’est le seul mécanisme, mais pas en
dimension 2 ou supérieure, où il existe d’autres types de bifurcations qui peuvent conduire à un état oscillant).

On se place en dimension 2. La bifurcation de Hopf est liée à l’apparition d’un cycle limite lorsque qu’un
paire de valeurs propres complexes croise l’axe imaginaire. Considérons le système suivant :

dy1
dt

= βy1 − y2 + σy1(y
2
1 + y22)

dy2
dt

= y1 + βy2 + σy2(y
2
1 + y22)

(88)

où l’origine (0, 0) est toujours un point d’équilibre. Au voisinage immédiat de ce point fixe, il suffit d’approxi-
mer (88) au premier ordre. Cette approximation permet de déterminer la stabilité de ce point fixe en calculant
les valeur propres de la matrice associée (

ẏ1
ẏ2

)
=

(
β −1
1 β

)(
y1
y2

)
(89)

dont les valeurs propres sont β ± i. Suivante le cas (Cf. Fig. 5.12) :
(1) Si σ = −1 La bifurcation est sur-critique. L’origine est un point fixe asymptotiquement stable pour

β < 0 et il y a apparition d’un cycle limite pour β > 0.
(2) Si σ = +1 la bifurcation est sous critique. Le cycle limite instable disparaı̂t.

5.13. Application de la résonance de Hopf aux cellules ciliées du système auditif. Les sens de l’au-
dition et de l’équilibre des vertébrés prennent naissance au cœur de l’oreille interne au niveau de cellules
mécano-sensorielles ciliées. Ces cellules assurent la transduction d’une onde de pression sonore (ouı̈e) ou d’une
accélération de la tête (équilibre) en un signal électrique qui se propage ensuite le long de voies nerveuses jus-
qu’au cerveau 6. Bien qu’immergées dans un liquide visqueux qui devrait amortir toute vibration mécanique,
certaines structures de l’oreille interne semblent capables de rentrer en résonance avec le stimulus sonore. Pour
vibrer si efficacement, les cellules ciliées doivent fournir un travail mécanique permettant de compenser la fric-
tion visqueuse et ainsi d’amplifier la sensibilité et d’affiner la sélectivité fréquentielle de la détection auditive.
On a démontré que ces cellules sont capables de détecter des sons à une fréquence donnée et que le mécanisme
faisait intervenir une force capable de forcer des oscillations spontanées du système. Travaillant dans un envi-
ronnement visqueux, l’oreille ne peut être un sensor passif, mais elle doit être active, c’est-à-dire que l’on doit
fournir de l’énergie au système, afin d’avoir une amplification très sélective sur certaines fréquences.

6. La référence [?] résume de façon très claire la situation en adoptant un point de vue physique
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(a)

(b)

FIGURE 32. Deux types de bifurcations de Hopf pour un système à deux degrés de liberté. En
(a) la bifurcation est dite sous-critique et le cycle disparaı̂t pour β > 0. En (b), la bifurcation
est sur-critique avec un cycle limite stable pour β > 0.

L’hypothèse actuelle datant des années 2000[?, ?] est que la réponse de ces cellules mécano-sensotielles est
essentiellement non-linéaire et qu’il n’existe pas de plage audible où leur réponse pourrait être bien approchée
par une théorie de réponse linéaire. En termes plus mathématiques, il est possible que plusieurs aspects des
non-linéarités nécessaires au bon fonctionnement de notre système auditif puissent être décrites à partir d’une
même mécanisme que l’on rencontre dans les bifurcations de Hopf.

Il est préférable ici de réécrire le système dynamique bi-dimensionnel en fonction de la variable complexe
z(t). Nous supposerons que la dynamique de la variable z(t) est décrite par l’équation :

ż = (β + iω0) z− | z |2 z (90)

où ω0 est a fréquence d’oscillation naturelle en l’absence de non-linéarités et β un paramètre de contrôle. Si ce
système est soumis à une force oscillante de pulsation ω, l’équation du mouvement devient :

ż = (β + iω0) z− | z |2 z + Feiωt (91)

La réponse d’une système non-linéaire à une force oscillante n’est pas nécessairement une fonction oscillante
à la pulsation de forçage ω : il peut apparaı̂tre de nombreux harmoniques. Nous supposerons néanmoins une
réponse à la même fréquence, dite 1 : 1, z = Reiωt+ϕ. On obtient :

F 2 = R6 − 2βR4 +
[
β2 + (ω − ω0)

2
]
R2 (92)
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schematic representation of a hair bundle is shown in Fig. 2. It
consists of several stereocilia and a single kinocilium (19, 20).
Transduction of hair-bundle deflection to a chemical signal
occurs via channels located near the tip of each stereocilium. Tip
links that connect neighboring stereocilia are believed to be the
gating springs of the transduction channels. If the hair bundle is
deflected, tension in the tip links triggers the opening of the
channels. The subsequent influx of ions (principally K!, but also
Ca2!) causes a corresponding change of the membrane potential
of the hair cell which, in turn, generates a nervous signal.

The mechanosensor can be used for self-tuning as well as signal
detection. Many physiological processes are regulated by ionic
concentrations, so it is natural to identify the Ca2! concentration
with the control parameter C. We assume that C decreases if the
transduction channels are closed because of the action of pumps in
the cell membrane. When the hair bundle is deflected by x, the
transduction channels open with probability Po(x). We therefore
characterize the mechanosensor by the equation

!C
!t " "

C
#

$ Jo Po#x$, [6]

where Jo is the Ca2! flux through open transduction channels. Note
that this equation provides self-tuning. In this case, it replaces the
more simple but less realistic Eq. 5. For our numerical examples, we
use a two-state model for the channels with

Po#x$ "
1

1 $ Ae"x/% [7]

where (1 ! A)"1 %% 1 is the probability that a channel is open when
the hair cell is quiescent, and % is the characteristic amplitude of
motion to which the system is sensitive. For a sufficiently long
relaxation time #, the slow variation C0 of C ! C0(t) ! C1ei&t can
be separated from the small-amplitude oscillations, giving

!Co

!t ! "
C0

#
$ Jo P̃o#"x1"2$ [8]

where P̃o & '0
1/' dt Po(x1ei&t ! x"1e"i&t) is the averaged probability

of channel opening in the presence of oscillations, which in-
creases monotonically with their amplitude x1. For physically
relevant parameter values, the system reaches a steady state close
to the bifurcation point, independent of the initial value of C.

Oscillations Generated by Molecular Motors. It has been suggested
that the transduction channels (7, 12) or molecular motors in the
hair bundle (21, 22) might be the active elements responsible for
amplification. Recently, a simple physical mechanism has been
proposed that allows motor proteins operating in collections to
generate spontaneous oscillations by traversing a Hopf bifurca-
tion (15, 23). Typically, motors move along cytoskeletal fila-
ments, and elastic elements oppose this motion. In this case, two
possibilities exist: the system either reaches a stable balance
between opposing forces, or it oscillates around the balanced
state. Three time scales characterize this behavior: the relaxation
time (#K of passive relaxation, where ( is the total friction and
K is the elastic modulus; and the times &1

"1 and &2
"1, where &1

is the kinetic rate at which a motor detaches from a filament and
&2 is the attachment rate. An explicit solution of a simple model
is derived in the supplementary material. We find that for an
appropriate value of a control parameter C, which is related to
the ratio &1#&2, a Hopf bifurcation occurs with critical frequency

&c ! $K)

( %1/2

, [9]

which is the geometric mean of the passive relaxation rate K#(
and the typical ATP hydrolysis rate ) & &1 ! &2. The above
identification of C with the Ca2! concentration is consistent with
the fact that Ca2! regulates motor protein activity (24). The
system oscillates if the elastic modulus does not exceed a
maximal value Kmax ! k0N, where k0 is the crossbridge elasticity
of a motor and N is the total number of motors. The maximal
frequency, obtained when K & Kmax, can be significantly higher
than the ATP hydrolysis rate ).

Characteristic Frequency of a Vibrating Kinocilium. The kinocilium is
a true cilium containing a cylindrical arrangement of microtubule
doublets and dynein motors. Because cilia have the well-established
tendency to beat and vibrate with frequencies from tens of Hz up
to at least 1 kHz (25, 26), the kinocilium is a natural candidate to
be responsible for the Hopf bifurcation. A simple two-dimensional
model can be used to discuss the main physical properties of a
vibrating cilium near a Hopf bifurcation (27). In this model, motors
induce the bending of a pair of elastic filaments separated by a
distance a (corresponding to the distance between neighboring
microtubule doublets in the axoneme). An isolated kinocilium of
length L and bending rigidity *, fixed at the basal end but free at
its tip, will vibrate in a wave-like mode with wavelength ( ! 4L. A
typical displacement z of the motors along the filaments leads to
bending of the filament pair and a deflection of the tip by a distance
x ! zL#a. The elastic bending energy is of order (*#L3)x2 !
(*#a2L)z2. Therefore, the total elastic modulus experienced by the
motors is given by

K !
*

La2 . [10]

The viscous energy dissipation per unit time because of motion of
the kinocilium is of order +L(!t x)2 ! (+L3#a2)(!t z)2. Therefore, the
total friction experienced by the motors can be written as

( !
+L3

a2 $ (0,L, [11]

Fig. 2. A hair bundle consists of a single kinocilium and tens to hundreds of
stereocilia. The kinocilium contains dynein motors (red). The stereocilia con-
tain transduction channels (blue) that are gated by the tension in the tip links
(cyan); the steady-state tension is maintained constant by adaptation motors
(magenta). In our model, the kinocilium is the active part of the mechanore-
ceptor and the stereocilia act as the detection apparatus. Feedback control of
the active amplificatory process involves the influx of Ca2! ions through the
transduction channels; the ions diffuse into the kinocilium and regulate the
generation of force by the motor proteins.

Camalet et al. PNAS " March 28, 2000 " vol. 97 " no. 7 " 3185
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qui n’est rien d’autre qu’une équation d’ordre 3 pour R. Cette équation peut être résolue dans le cas général.
Nous nous contenterons ici de nous spécialiser au point de bifurcation β = 0 et nous obtenons :

F 2 = R6 + (ω − ω0)
2R2 (93)

Aussi : si nous nous plaçons au centre de la résonance pour ω = ω0, la réponse R est intrinsèquement non-
linéaire :

R = F 1/3 (94)
alors que suffisamment loin de la résonance, celle-ci serait linéaire :

R ≈ F

| ω − ω0 |
(95)

Ce mécanisme permet donc d’avoir une amplification arbitraire dans le voisinage immédiat de la fréquence
naturelle ω0. En d’autres mots, le mécanisme de Hopf permet une sélection sur la fréquence d’accrochage.

5.14. Diffusion et réaction. Nous avons supposé jusqu’ici que les concentrations ne dépendaient que du
temps. Nous nous intéressons maintenant au cas où ces concentrations dépendent du temps ET de l’espace. Pour
simplifier, nous supposerons une seule coordonnée d’espace x avec une concentration c(x, t).

Le système qui nous intéresse est obtenu à partir de l’équation classique de diffusion ∂tc = D∂xxc en
rajoutant un terme de source f(c) appelé terme de réaction :

∂tc = D∂xxc+ f(c) (96)

En règle générale, f(c) est une fonction possédant un ou plusieurs zéros décrivant des états d’équilibre. Un
grand nombre d’équations tombent dans cette catégorie. Par exemple (dans chaque cas, le facteur k permet de
définir une échelle de temps)

— L’équation de Fisher qui généralise l’équation logistique

f(c) = kc(1− c) (97)

utilisée pour décrire la diffusion d’un gène dans une population.
— L’équation de Zeldovitch :

f(c) = kc2(1− c) (98)
utilisée en théorie de combustion des flammes.
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Psychoacoustical experiments have provided another

means of probing the nonlinearities of hearing. When two

sine waves traverse a system with a nonlinear transfer

function, the response includes combination tones, integer

linear combinations of the input frequencies, whose

amplitudes scale as products of the input amplitudes

raised to the appropriate positive integer powers. If the

input is weak enough, a linear “small-amplitude” regime

should be recovered in which combination tones are

absent. Psychoacoustical experiments showed that the

perceived intensity of combination tones is not suppressed

in this fashion: although the 2f1 2 f2 combination tone

should decline by 3 dB for each decibel of attenuation in

the input sound, the actual attenuation is only 1 dB per

decibel [11]. The intensity relative to the fundamental

tones remains constant. These observations, too, imply

that the system is essentially nonlinear: no audible

sound is faint enough to elicit a small-amplitude, linear

regime.

We shall show that all of these apparently disparate char-

acteristics are related to one another, stemming from the

same mechanism. In dynamical systems language, we

would say that Gold’s theory asserts that the elements of

the hearing organ somehow poise themselves at a Hopf bi-

furcation, like a sound technician adjusting the volume at

an amplifier to the loudest possible setting before feedback

oscillation ensues. We shall show that at a Hopf bifurcation

we generically expect essential nonlinearities, compression

of dynamic range, sharp tuning for small input, and broad

tuning for large input. In essence, several nonlinear aspects

of hearing may stem from the Hopf bifurcation. We shall

then argue that given our current understanding of hair-cell

physiology it is plausible that this is occurring.

A generic equation describing a Hopf bifurcation can be

written

!z " !m 1 iv0"z 2 jzj2z ,

where z!t" is a complex variable of time, v0 is the natural

frequency of oscillation, and m is the control parame-

ter. When m becomes positive, the solution z # 0
becomes unstable, and a stable oscillatory solution ap-

pears, z "
p

m exp!iv0t". If the system is subjected to

periodic forcing as !z " !m 1 iv0"z 2 jzj2z 1 Feivt ,

then for the spontaneously oscillating system a variety of

well-studied entrainment behaviors occur. Assuming a 1:1

locked solution of the form z " Reivt1if, we obtain

F2 " R6 2 2mR4 1 $m2 1 !v 2 v0"2%R2. (1)

This equation is a cubic in R2 and hence solvable:

3R2 " S1&3 1 2m 2 U2S21&3,

where

2S " D 1
q

D2 1 4U3
2 ,

D " 27F2 1 16m3 2 18mU1 ,

U1 " m2 1 !v0 2 v"2,

U2 " 2m2 1 3!v0 2 v"2.

If we specialize Eq. (1) exactly at the bifurcation we

obtain

F2 " R6 1 !v 2 v0"2R2 (2)

from which we can demonstrate directly one of our main

contentions. At the center of the resonance, where v "
v0, R ' F1&3, so no matter how small F might be, the

response is nonlinear (Fig. 2). Notice that because a cubic

root of a small number is much larger than the number, the

amplification R&F or the differential amplification dR&dF
blows up as F22&3 for infinitesimal forcings. Away from

the resonance’s center, for sufficiently small F we obtain

R ' F&jv 2 v0j, the standard form for a single pole seen
from a distance; for any v, the amplification is constant
and independent of F.
The definitions of “near the resonance” and “far from

the resonance” depend on the amplitude of the forcing;

therefore the interface between the two regimes depends

on F. If we define the half-width G of the resonance

as the range in v for which R falls by one-half (Fig. 3),

!R&2"6 1 G2!R&2"2 " R6, from which

G "
3
p

7
4

F2&3. (3)

For this system the gain-bandwidth product is constant and

independent of the forcing. The gain-bandwidth balance

depends strongly on the forcing amplitude, however,

asymptoting to infinite gain and zero bandwidth for zero

forcing amplitude. This behavior strikingly resembles

that of the velocimetric data for the basilar-membrane

response [5].

As noted, if the control parameter lies exactly at the

Hopf bifurcation, there is no forcing soft enough not to

elicit a nonlinear response. This is no longer true if the

parameter is not poised exactly at the bifurcation. Near

the bifurcation, there is a linear regime for soft enough
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FIG. 2. Hopf resonance. The response R to different levels
of forcing F is obtained from Eq. (2); the amplitude of forcing
increases in increments of 10 dB for successive curves from
bottom to top. At resonance the response increases as the one-
third power of the forcing, whereas away from the resonance
the response is linear in the forcing.
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FIGURE 33. Résonance de Hopf : la réponseR est tracée en fonction de la force excitatrice F
(cf. Eq. (93). L’incrément de la force entre chaque courbe est de 10dB. La réponse est linéaire
en fonction de la force sauf au voisinage de la résonance ω = ω0. D’après [?].

— Enfin, l’équation bistable de Nagumo :

f(c) = kc(c− α)(1− c) avec 0 < α < 1 (99)

qui est un modèle simplifié du modèle de Hogkin et Huxley de la propagation du potentiel d’action le
long des lignes du transmission du système nerveux, c’est-à-dire les AXONES.

La propriété intéressante des équations de réaction-diffusion de type (96) est qu’elles possèdent des so-
lutions de type front d’onde qui interpolent à vitesse de propagation constante deux états d’équilibre. On a
observé, à la fois de façon expérimentale et de façon numérique, que la dynamique non-linéaire globale est
capable de sélectionner une vitesse de propagation unique. Le principe même de cette sélection n’est pas établi
de façon rigoureuse à ce jour.

Pour illustrer ce point concentrons-nous sur le cas de l’Eq. (99) avec le graphe de f(c) donné par la Fig.
5.14. En l’absence de diffusion, les deux zéros aux extrémités sont des ponts fixes stables, alors que celui du
milieu est un point fixe instable. Supposons maintenant que D > 0 et imposons que la solution soit une front
d’onde à vitesse V . Nous cherchons une solution sous la forme d’une onde propagative :

c(x, t) = c̃(ξ − ξ0) avec ξ = x− V t (100)

avec ξ0 une origine arbitraire. Le problème est donc ramené à chercher la solution d’une équation différentielle
et non d’une équation aux dérivées partielles

−V c̃ξ = Dc̃ξξ + f(c) (101)

Puisque la dérivée c̃′(ξ) tend vers 0 lorsque c̃(ξ → ∞) = 1, 0, nous ESSAYONS que c̃ soit AUSSI solution de la
relation fonctionnelle

c̃′(ξ) = Bc̃(ξ) (1− c̃(ξ)) (102)

où B est une constante à déterminer. En prenant la dérivée de l’Eq.(102)

c̃′′(ξ) = B2c(1− c)(1− 2c) (103)

nous obtenons
DB2(2c̃− 1) + V B − k(c̃− α) = 0 (104)

qui est satisfait si et seulement si
2DB2 = k

B2 − V B = αk
(105)
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d’où les conditions pour que les solution de l’Eq. (102) soit solution de l’équation de réaction diffusion (101)

B =

√
k

2D

V = (1− 2α)

√
D

2k

(106)

Aussi, il suffit de trouver les solutions de l’Eq. (102) pour avoir les solutions du problème original. Mais (102)
est équivalent à

dc̃

c̃ (1− c̃)
= Bdξ (107)

qui est intégré comme

c̃(ξ) =
1

2

[
1 + tanh

(
1

2

√
k

2D
(ξ − ξ0)

)]
(108)

ce qui permet de déterminer la forme du front de propagation. On remarque que la vitesse est déterminée par le
rapport

√
D/k qui peut être beaucoup plus grand que la constante de diffusion D.
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FIGURE 34. Graphe de la fonction f(c). La partie grisée représente l’aire sous la courbe et
quand cette aire algébrique est nulle, la vitesse V dans l’Eq. (109) donne zéro.

REMARQUE. Il est évident que cette méthode de résolution est astucieuse mais le choix de l’Ansatz (102)
est crucial. En règle générale, on ne sait pas intégrer l’Eq. (101) pour une fonction f(c) arbitraire. Une propriété
générale peut néanmoins être facilement démontrée en ce qui concerne le signe de la vitesse V .

Multiplions les deux membres de (101) par c̃(ξ) et intégrons sur la droite réelle entre −∞ et +∞. On
trouve que le signe de la vitesse V est déterminé par l’aire sous la courbe de f(c) comme pour la construction
de double palier de Maxwell en thermodynamique.

1

2
V

∫ +∞

−∞
dξ

(
dc̃

dξ

)2

=

∫ c+

c−

dcf(c) (109)

avec c− et c+ les deux zéros ordonnés de f(c).

APPLICATION : pour un exemple de système bistable [?] avec imagerie de la propagation du signal de
phosphorilation [?]

EXERCICE 5.1. On considère l’équation de diffusion non-linéaire :

∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
= f(u) (110)
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où la fonction f(u) est définie comme :

f(u) =

{
u si u < a et
u− 1 si u > a

(111)

avec 0 < a < 1. On désire trouver les solutions u(x, t) sous forme d’onde progressive qui interpollent entre
deux points fixes lorsque x→ ±∞.

(1) Quelles sont les limites limx→±∞ u(x, t) admissibles?

(2) Démontrer que la vitesse v de ces solutions est :

v = ± (1− 2a) /
√
a (1− a) (112)

Pour répondre à cette question on cherchera une solution de (110) sous la forme ũ(x − vt) et on
multipliera l’équation par ũ′(ξ).

(3) Trouver les solutions sous la forme u (x− vt). On cherchera les solutions sous la forme eαx pour
u < a et u > a.

6. Diffusion et marche aléatoire

Nous considérons une situation unidimensionnelle où la concentration de l’espèce diffusante c(x) dépend
de l’abcisse x. Si la concentration est inhomogène, les particules diffusent des régions fortement concentrées
vers les régions faiblement concentrées. Dans la limite où le gradient dc/dx est petit, nous définissons le courant
de particule comme

J(x) = −D dc

dx
(113)

où le signe négatif montre que le courant est bien dans le sens inverse du gradient.
La conservation de la matière exige en plus que

∂c

∂t
= −∂J

dx
(114)

D’où en utilisant(113) et (114) :
∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
(115)

Il est souvent commode de travailler non pas avec la concentration c(x, t), mais avec la densité de probabilité
p(x, t) de trouver la particule entre x et x + dx. Les deux sont proportionnelles avec p(x, t) = c(x, t)/N o
N ets le nombre total de particules. À partir de p(x, t), on eut donc définir un courant de probabilité et p(x, t)
obéit à l’équation de diffusion

∂P

∂t
= D

∂2P

∂t2
(116)

Considérons maintenant une particule brownienne en présence d’une force extérieure F (x). Dans la limite où
la force est faible, nous introduisons un terme de frottement phénoménologique γ et le courant est la somme
d’un terme de diffusion et d’une terme dû à la force. ’Ecrivons :

J(x) = −D∂P
∂x

+
F (x)

γ
P (x) (117)

Le courant étant proportionnel à la vitesse, on retrouve bien que la vitesse est proportionnelle à la force en
absence de diffusion. Utilisant l’équation de conservation de la matière, nous trouvons que P (x) obéit à

∂P

∂t
= D

∂2P

∂x2
− ∂

∂x

[
F (x)

γ

]
(118)

qui est l’équation de Fokker-Planck.
Plaçons-nous à l’équilibre. Nous avons ∂P/∂t = 0. D’où :

∂

∂x

[
D
∂P

∂x
− F (x)

γ

]
= 0 (119)
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soit

D
∂P

∂x
− F (x)

γ
= −j0 (120)

Introduisons le potentiel dont dérive la force

F (x) = −dU
dx

(121)

Nous pouvons réécrire (120) comme

d

dx

[
P (x) exp

(
U

Dγ

)]
= −j0

D
exp [U(x)/Dγ] (122)

soit

P (x) = exp(−U(x)/Dγ)/

[
A− j0

D

∫
dx , exp (U(x)/Dγ)

]
(123)

On retrouve donc la probabilité d’équilibre de Bolzmann

P (x) ∝ exp [−U(x) kBT] (124)

si la constante d’intégration 0 est nulle, j0 = 0, et si le coefficient de diffusion D est relié au coefficient de
frottement par

D =
kBT

γ
(125)

Ce dernier résultat est remarquable et il a été obtenu par Einstein en 1905. Il relie la dissipation du frottement
γ au fluctuations liées au mouvement brownien contenu dans la constante de diffusion D. Pour une sphère de
taille R, le coefficient de frottement est donné par la formule de Stokes γ = 6πηR où η est la viscosité du
fluide. Pour un ion, on retrouve donc le bon ordre de grandeur de la constante de diffusion qui est de l’ordre de
109cm2s1 .

Considérons enfin une molécule pouvant avoir plusieurs états chimiques i = 1, 2, . . . N . On définit naturel-
lement la probabilité Pi(x, t) d’être en x et dans l’état i à l’instant t. La particule pouvant passer du niveau i au
niveau j, nous introduisons les taux de transfert ki,j par unité de temps, où ki,j est la probabilité conditionnelle
de passer l’état j à l’état i par unité de temps. L’équation de Fokker-Planck est alors généralisée en additionnant
les probabilités de tous les processus :

∂Pi

∂t
= D

∂2Pi

∂x2
− ∂

∂x

[
F (x)

γ

]
+
∑
j

ki,jPj(x, t)− kj,iPi(x, t) (126)

7. Forces et réactions chimiques : introduction à la mécanotransduction

8. Bascules biochimiques : petites protéines G

9. Nouvelles approches de la biologie cellulaire

9.1. Microscopies de flurescence. Les microscopies de fluorescence ont connu une véritable révolution
avec l’utilisation de la G.F.P. (Green Fluorescent Protein) dans le milieu des années 90. Cette protéine, tirée
d’une méduse que l’on trouve sur la côte ouest du Canada, possède un fluophore naturel qui émet de la lumière
dans le domaine du visible (voir figure 40). Le site fluosrescent est au centre de la molécule, et il est donc ro-
buste. Utilisant des techniques de transfection ou de clonage, il est maintenant possible d’utiliser la GFP comme
étiquette fluorescente pour marquer un type spécifique de protéines. Supposons en effet que nous désirons
connaı̂tre à quel taux un gène X est transcrit sous certaines conditions. Après avoir isolé le gène de la GFP,
celui-c peut être insérer, c’est-à-dire CLONER dans le chromosome tout près du gène de la protéine X, de telle
sorte que l’expression de ces deux protéines peut être contrôlée par le même promoteur. Les gènes de la GFP et
de la protéines X sont alors transcrits en même temps, puis traduits de telle sorte que le niveau de fluorescence
de la GFP nous renseigne sur le taux d’expression de la protéine X.

La microscopie permet de les localiser à l’intérieur de la cellule vivante, et donc de faire des expériences in
vivode la mesure de leur activité. Ces techniques sont en évolution constante avec, en particulier, l’utilisation
de nanoparticules flurorescentes dont le spectre d’émission varie dans la gamme du visible.
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(a) (b)

FIGURE 35

uity has led to the idea that MG channels play a role in
general cellular functions such as cell volume regulation
(151, 156, 231, 232, 265, 286, 348, 350, 358, 400). However,
the possibilility has also been raised that membrane
changes induced by tight seal formation induce mechano-
sensitivity in specific channels. The “artifact” idea origi-
nally arose from a discrepancy observed between mem-
brane patch and whole cell mechanosensitivity in snail
neurons (287). Specifically, it was reported that despite
the consistent ability to activate single MG K! channels in
membrane patches, macroscopic K! currents could not
be mechanically activated in the whole cell (287). Al-
though this discrepancy has been shown not to be gener-
alized to all cell types (55, 77, 84, 147, 192, 356, 362, 419,
433, 453, 445a, 454), it has remained a high profile con-
troversy in the field. The issue has most recently been

addressed in studies of Xenopus oocytes, where specific
attention was focused on differences in the geometry and
mechanics of the cell membrane in the patch and whole
cell recording configurations (446–449).

A. Membrane Patch Mechanics and Morphology

The tightly sealed membrane patch spans the inside
of the pipette with its circumference or boundary fixed to
the walls of the pipette (153, 354). High-resolution video
images indicate that in the absence of stresses normal to
the plane of the membrane (i.e., due to hydrostatic or
osmotic pressures) the patch appears to be pulled flat and
perpendicular to the walls of the pipette (Fig. 7, Refs. 314,
373, 374, 448). This is consistent with Laplace’s law if

FIG. 7. High-resolution video images of a cell-attached
oocyte membrane patch and membrane currents activated
during brief steps of pressure and suction. A and B: video
images of a membrane patch before (0 ms), during (50
ms), and after (250 ms) steps (i.e., of 100 ms duration) of
suction (A) and pressure (B). C and D: the membrane
patch currents recorded in the same patch imaged in A
and B in response to the suction and pressure steps. The
pipette tip (not visible) had a tip diameter of 4 !m, and the
patch was located "20 !m from the tip. [From Zhang and
Hamill (448).]
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FIGURE 36. [?]

(a) (b)

FIGURE 40. Structure de la GFP. Le chromophore est au centre.
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FIGURE 37. [?]

Ref. 428). It remains to be determined whether the applied
mechanical stimuli cause changes in membrane-CSK in-
teractions in other cell types, such as vascular smooth
muscle (84), urinary bladder myocytes (433), and cardiac
myocytes (192), where whole cell MS currents have been
reported.

Another cell type where membrane geometry may be
important in determining mechanosensitivity is the kid-
ney proximal tubule cell. In this highly polarized cell, two
classes of MG channels have been recognized in mem-
brane patches, a weakly cation-selective MG channel that
is localized to the apical microvilliated surface and a
K!-selective MG channel that is localized on the relatively
smooth proximal cell surface (see Ref. 351). Significantly,
osmotic swelling or direct inflation of the cell can activate
a whole K! conductance without activating the cation-
selective conductance (55, 419). This differential sensitiv-
ity may reflect the location of the channels in regions of
membrane with different geometry (i.e., different radii of
curvature) such that they experience different tensions
for the same applied pressure according to Laplace’s law
(448). One can also imagine that other cells (e.g., mech-
anosensory neurons) possess localized regions of bilayer
that are prestressed by CSK and/or ECM interactions to
enable rapid tension increase in response to mechanical
stress (i.e., analogous to the patch).

C. MG Channel Gating: “Tethered” Versus
“Bilayer” Models

Bilayer reconstitution experiments have provided un-
equivocal evidence for a bilayer model of mechanical
gating of alamethicin, gramicidin, and bacterial MG chan-

nels (see sects. IV and VI). However, it was apparently not
intuitively obvious to early investigators (170a) that the
fluid lipid bilayer with its low tolerance to dilation could
develop and maintain tensions sufficient to influence
membrane proteins. Indeed, in bilayer reconstitution ex-
periments, phospholipid and cholesterol content are often
adjusted to increase the expansion modulus of the bilayer
and thereby shift the lytic tensions to higher values than
those displayed by cell membranes (296). Furthermore, as
discussed above, the excess membrane area of animal
cells tends to buffer rapid increases in bilayer tension that
otherwise might rupture the cell (79, 80, 330, 448). These
apparent biases against the bilayer model would seem
ample reason to consider an alternative model in which
mechanical force is transmitted directly to the channel
protein through CSK and/or ECM tethers. As discussed
below, there are several lines of evidence that indicate a
“tethered” mechanism may gate specific MG channels.
However, as yet, there is no single experimental result
(i.e., analogous to liposome reconstitution) that provides
unequivocal support for this class of model.

1. Physical and chemical disruption
of putative tethers

One strategy to identify a tethered mechanism is to
show that disruption of the putative tethers abolishes MG
channel activity. This strategy has been most successfully
used in studies of audio-vestibular hair cells where extra-
cellular “tip links” connecting stereocilia tips are hypoth-
esized to act as external gating springs for MG channels
(71, 326; Fig. 9). This model proposes that hair bundle
displacement stretches the tip links and thereby influ-
ences the transition between the closed and open states

FIG. 9. Diagram of a pair of stereocilia illustrating two
different hypothesized sites of mechanotransduction. A:
the tip-link between the stereocilia (a) is proposed to exert
a gating tension on MG channels located at each attach-
ment point (Pickles-Hudspeth model). Horizontal connec-
tions (exaggerated at b) between the stereocilia mem-
branes where they come into closest contact are proposed
to exert a shear displacement and gate MG channels lo-
cated in the region of membrane abutment (Furness-Hack-
ney model). B: force applied to the stereocilia (arrow) may
cause distortion (stretch) of the membrane at a and b.
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FIGURE 38

FIGURE 39. [?]
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Le FRET (Fluorescent Resonance Energy Transfer) permet d’étudier les interactions entre les protéines.
Si deux fluorochromes ont des spectres d’émission et d’abosorbtion qui se recouvrent, alors l’énergie de la
molécule donneur peut être transférée sans radiation à la molécule accepteur si leur distance est de l’ordre
de quelques nm. Le principe de transfert d’énergie dépend des molécules et elle peut se faire soit par des
interactions dipolaires (Förster), soit par échange d’électron entre les orbitales atomiques (Dexter) On peut
ainsi utiliser cette technique pour visualiser les interactions entre les protéines, voire l’interaction entre deux
domaines d’une même protéine, avec une résolution bien inférieure à celle du microscope optique (200 nm).

(a) (b) (c)

FIGURE 41. Les différentes stratégies d’utilisation du FRET [?]. En (a), les protéines
étiquettées par la G.F.P. peuvent être introduites dans la cellule, ce qui permet de les suivre
en temps réel. En (b) on utilise le transfert d’énergie entre les deux molécules pour savoir si
elles interagissent. En (c) un ligand et un récepteur se lient en présence de calcium. Le FRET
est alors utilisé pour connaı̂tre la concentration de ligands et récepteurs qui sont liés.

EXERCICE 9.1. Lors de la MITOSE, les deux centrosomes migrent vers les pôles de la cellule sous l’action
du fuseau mitotique. Le processus peut être grossièrement schématisé comme la déformation d’une sphère en
haltère, le changement de forme se produisant à volume constant. Nous désirons connaı̂tre le nombre de cycles
d’ATP impliqués dans cette transformation.

La sphère est en effet la forme qui minimise la surface à volume constant. La mitose est donc une processus
où la surface apparente croı̂t. Calculons l’excès de surface par rapport à la sphère. Notons R0 le rayon de la
sphère initiale et Rf celui des deux sphères qui forment l’haltère. La conservation du volume implique la
relation pour les rayons

R3
0 = 2R3

f (127)

alors que la surface finale est 2 × 4πR2
f . L’accroissement relatif de surface est donc ∆A/A = 0.16. L’énergie

qu’il a fallu dépenser est l’énergie élastique d’étirement que nous pouvons assimiler à celle d’un ressort effectif
de raideur C ≃ 5 pN Nm−1. Soit N le nombre de cycles. On a

20kBTN =
1

2
C
(∆A)2

A
(128)

Prenant A = 10µm2 pour un ordre de grandeur, on trouve N = 104 cycles.
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Les NANOCRISTAUX sont des sont des particules semi-
conductrices dont la taille varie de 1 à 10nm (par
exemple, le séléniure de Cadmmium, CdSe). Dû à
la taille, ces cristaux ont des propriétés optiques qui
diffèrent de celles des matériaux massifs. Au lieu d’un
continuum d’états électroniques, la taille de ces cris-
taux entraı̂ne une quantification très marquée des ni-
veaux d’énergie. Dans un semi-conducteur, les excita-
tions électroniques font intervenir des paires électron-
trou qui peuvent former des états liés appelés exciton.
Le rayon de Bohr de l’atome d’hydrogène équivalent est
du même ordre de grandeur que la taille du nanocristal
et le confinement des porteurs de charge dû à la taille
se manifeste par des niveaux de désexcitation radia-
tives très marqués. Mais la différence entre les niveaux
d’énergie dépend de la taille des objets. Cette propriété
élémentaire de la mécanique quantique est utilisée ici
pour avoir des spectres d’émission de différentes lon-
gueurs d’onde à l’aide d’une seul longueur d’onde ex-
citatrice. On peut ainsi réaliser une imagerie multi-
couleurs des échantillons contenant des nanocristaux de
tailles différentes. Ces sondes fluorescentes sont main-
tenant utilisées pour sonder le monde du vivant en les
couplant à des molécules biologiques comme l’ADN,
l’ARN ou des protéines. En détectant la fluorescence
excité par un laser ou une lampe UV d’un miscroscope,
on peut alors les utiliser ppour ¡¡ tracer ¿¿ les molécules
auxquels ils sont couplés. Il s’agit d’une spectroscopie
en plein essor et dont les premières expériences datent
de 1998.

C’est cette stratégie qui a été utilisée dans l’exemple de la figure ?? où on a pu visualiser la dynamique des
récepteurs dans la membrane neuronale. Grâce à leur taille, les nanocristaux cristaux permettent de suivre le
mouvement des récepteurs dans la fente synaptique dont l’épaisseur est d’environ 40nm, c’est-à-dire l’espace
qui sépare l’axone de la dentrite. On peut ainsi sonder la dynamique de l’organisation cellulaire avec une
résolution latérale de la dizaine de nm. On a ainsi pu mettre en évidence l’importance de la DIFFUSION des
récepteurs dans des milieux confinés.
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FIGURE 44. (a)[?] (b)[?] (c)[?] (d)[?]

Parmi le méthodes de fluorescence, signalons enfin les
microscopies par ONDES ÉVANESCENTES dont le prin-
cipe est dans les expériences de TIRF (pour ¡¡ to-
tal internal refexion fluorescence microscopy ¿¿). Ces
expériences permettent de sonder les phénomènes au
voisinage de la membrane plasmique. Elles utilisent des
fluorophores excités par une onde évanescente dont la
longueur caractéristique d’extinction peut être ajustée.
Son principe, basé sur la loi de Snell-Descartes, est
simple. Lorsqu’un rayon lumineux provenant d’un mi-
lieu dense d’indice de réfraction n1 frappe un milieu
moins dense d’indice n2 avec n2 < n1, il existe un
angle d’incidence critique au-delà duquel le rayon ne
peut plus être réfracté. Écrivons

n1 sin θ1 = n2 sin θ2 (129)

qui donne à l’angle critique (θ2 = 900)

θc = arcsin

(
n2
n1

)
(130)

soit pour un interface air-diamant avec n2/n1 = 1/2.4,
θc = 24.60.

Dans le régime où l’angle d’incidence est supérieur à l’angle critique, l’intensité de l’onde lumineuse
dans le mileiu 2 est évanescente avec une loi exponentielle

Iz = I0 exp [−z/lp] avec lp =
λ

4π
√
n1 sin

2 θ1 − n22

(131)

où λ est la longueur d’onde de la lumière incidente. La longueur d’extinction caractéristique lp est de l’ordre
de 100nm de telle sorte que seul les fluorophores situés en deçà de cette distance de l’interface peuvent être
excités. La figure ?? montre les deux types de montages utilisés.

9.2. Micromanipulation mécanique.
9.2.1. Piège optique. On doit à Arthur Ashkin dans les années 70 la réalisation des pièges optiques qui

permettent de maintenant de manipuler des objets de taille micrométrique avec une précision de l’ordre du Nm
pour les déplacements et de l’ordre du pN pour les forces.
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Dans son principe, un piège optique focalise un rayon laser en 3d. Un objet diélectrique dont les dipôles
induits interagissent avec le champ électrique préférera se placer dans les régions où le champ électrique est
maximal car l’énergie d’un champ électrique dans un milieu de permittivité relative ϵ est −1/2ϵϵ0E

2. L’objet
est en fait soumis à une force que l’on décompose traditionnellement en une composante parallèle à la direction
de propagation et une force perpendiculaire. La force de rappel est due à l’interaction du moment dipolaire
induit avec le champ électrique (absorbtion et réémisson de lumière par les dipôles).

Les deux cas limites sont intéressants :

(1) la longueur d’onde λ est très supérieure à la dimension caractéristique R de l’objet : c’est la limite de
Mie et l’optique géométrique s’applique.

(2) la limite inverse : R≫ λ. C’est la limite de Rayleigh et le calcul des forces est fait dans l’approxima-
tion où l’objet peut être assimilé à un dipôle ponctuel.

Dans la pratique, nous ne sommes généralement ni dans un cas ni dans l’autre, car la dimension caractéristique
des billes de latex doit être de l’ordre du µm pour être visible au microscope.

Dans le cas 1, nous reproduisons en figure 45 l’explication du piègage dans la limite de Mie (tiré de
la référence[?]) En figure (a), deux rayons optiques de même longeur d’onde mais d’intensité différente sont
diffractés par la sphère. La sphère changeant la direction de propagation de la lumière, elle change la quantité de
mouvement des photons. La quantité de mouvement transférée à la bille est d’autant plus grande que l’intensité
est importante, ce qui correspond à l’intensité des flèches en grisé. La bille est donc attirée dans la direction
du gradient d’intensité de champ. Pour construire un piège stable, la lumière doit d’abord être focalisée par
une lentille numérique d’ouverture suffisante. C’est le cas (b) de la figure. Les deux rayons lumineux sont de
même intensité. Dans ce cas, le transfert de la quantité de mouvement implique une force axiale dirigée vers le
point focal. La position finale de la bille sera en fait légèrement décalée vers le bas en raison de la diffusion des
photons qui implique une force, elle aussi axiale, mais dirigée vers le bas (cette force n’est pas indiquée sur les
figures). Ces deux forces axiales s’équilibrent et la bille n’est pas exactement au point focal.

Dans le cas du régime de Rayleigh, la force de rappel peut être calculée en fonction du gradient d’intensité
I0 :

F⊥ =
2πα

cn2m
∇I0 (132)

où α définit la polarisibilité de la sphère (m est le rapport des indices de réfraction de la bille, np, sur celle du
milieu, nm)

α = n2mR
3

(
m2 − 1

m2 + 2

)
(133)
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(a)

FIGURE 45. Schéma de principe du piège optiques dans l’approximation de Mie : le rayon de
la sphère est beaucoup plus grand que la longueur d’onde et l’optique géométrique
s’applique[?].

9.3. Spectroscopie de force. Le piège optique donne la possibilité de manipuler une bille de latex dont la
taille caractéristique est de l’ordre du micron, ce qui permet de travailler au microscope optique. En attachant
une bille à une macromolécule biologique, on peut donc appliquer une force calibrée de l’ordre du pico-newton.
Ce principe de micro-manipulateur est utilisé pour sonder les propriétés des molécules biologiques où on ma-
nipule une molécule unique, à l’opposé d’un grand ensemble de molécules comme dans la réaction chimique
ordinaire. Dans ce contexte, on envisage d’étudier directement les processus des réactions biochimiques en
fonction des coordonnées de réaction à l’échelle de la molécule elle-même.

La figure 46 donne ces échelles en unité de spectroscopie de force. Les parties en grisé représentent les
domaines inaccessibles (pour l’instant) aux mesures expérimentales. La limite haute est celle de la rupture des
liaisons fortes (covalentes). Le coin gauche, quant à lui, représente la limite de stabilité des molécules que l’on
peut calculer en fonction de l’énergie thermique kBT :

Longueur × Force = kBT (134)
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FIGURE 46. Échelle des forces et de distances en fonction des différentes macromolécules
biologiques[?]. Pour de raisons entropiques, la configuration adoptée par un polymère s’appa-
rente à celle d’une pelote et on parle d’élasticité entropique (voir chapitre sur les polymères).
L’ADN est un double brin où les paires de base A =T et G≡ C peuvent être dégrafées en
cassant les liaisons pont hydrogène. Un couple ligand-récepteur est un système clef-serrure
entre deux macromolécules dont les formes géométriques sont parfaitement complémentaires,
l’interaction étant très localisée. La structure quaternaire ou ternaire d’une protéine est due à
des forces faibles, ce qui permet aux protéines de changer de forme et d’agir comme des in-
terrupteurs sur des chaı̂nes de réactions chimiques. Le liaisons COVALENTE résulte du partage
d’électrons par deux atomes et elle est la liaison chimique la plus forte.

EXERCICE 9.2. Quelle est la charge électrique maximale que peut supporter un objet microscopique de
taille L?
Pour répondre, nous comparons l’énergie thermique au travail nécessaire pour amener une charge extérieure
e dans le champ des autres charges portées par l’objet (soit Ze). Il y aura dissociation si ce travail est égal à
l’énergie thermique. La charge maximale est donc donnée par

kBT =
Ze2

4πϵϵ0L
(135)

Utilisant ϵ0 = 80 pour l’eau, on trouve Z ≃ 10, ce qui correspond à la charge électrique moyenne portée par
une protéine.

Voici quelques exemples en fonction du contexte biologique.
9.3.1. La fermeture éclair de l’ADN. L’ADN est formé de NUCLÉOTIDES azotées. Il existe deux types de

base :

(1) A=T (adénine-thymine). Énergie ≃ 1.5 kcal/mol.

(2) G≡C (guanine-cytosine). Énergie ≃ 3 kcal/mol.

où le trait dans la formule indique une liaison hydrogène, donc faible. Cette liaison que l’on appelle aussi
pont hydrogène implique une sorte de partage d’un atome d’hydrogène entre des groupements polaires et des
groupement chargés ou polarisés négativement. Avec ses deux liaisons hydrogène, la base A=T est donc la plus
fragile. Par convention, la chaı̂ne est orientée à partir de l’extrémité où se trouve une phosphate libre, extrémité
notée 5’.
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FIGURE 47. Composition et structure de l’ADN (S = sucre désoxyribose et P = groupement
phosphate. Les flèches indiquent l’orientation des deux brins qui s’enroulent pour former la
double hélice. Les paires de bases sont représentées par des barreaux , les groupement phos-
phates et désoxyriboses par des rubans (D’après [?]).

FIGURE 48. Principe de l’expérience de dégraffage de la double hélice. [?].

9.3.2. Transcription contre force.

EXERCICE 9.3. La figure 50 représente le schéma expérimental permettant de manipuler les brins d’ADN.
On désire connaı̂tre la force verticale F en fonction des fluctuations de la position de la bille. Celle-ci est à une
distance l du substrat auquel elle est attachée par le brin d’A.D.N
La force de rappel dans le plan (x, y) est Fu/l, où u est le déplacement dans le plan (x, y), ce qui définit une
constante élastique de rappel F/l. Celle-ci est d’autant plus grande que la force F est importante. La méthode
utilise les fluctuations browniennes. La bille fluctue autour de sa position d’équilibre avec un écart quadratique
moyen. Supposant que celles-ci aient lieu dans le plan x, y, nous pouvons utiliser le théorème d’équipartition
d’énergie (1/2kBT par degré de liberté) de telle sorte que

< δx2 >=< δy2 >=
kBTl

F
(136)

Les expériences permettent de déterminer < δx2 >, on peut donc en déduire F .
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Figure 11. RNApol motion in E. coli using LOTs. (A) Experimental set-up in force-flow
measurements. LOTs are used to trap beads but forces are applied on the RNApol–DNA molecular
complex using the Stokes drag force acting on the left bead immersed in the flow. In this scheme
force assists RNA transcription as the DNA tether between beads increases in length as a function
of time. (B) The contour length of the DNA tether as a function of time (blue (online) curve) and
(C) the transcription rate (red (online) curve) as a function of the contour length. Pauses (temporary
arrests of transcription) are shown as vertical arrows. (D) Experimental set-up in ultrastable LOTs.
The right trapped bead is located in the region of the trap where the stiffness vanishes. This creates a
force-clamp where only the right bead moves, determining the extension of the complex. (E) Motion
of RNApol resolved in discrete steps of 3.4 Å. (F) Average autocorrelation function obtained from
the position histograms showing peaks at distances of multiples of 3.4 Å. Pictures (A)–(C) taken
from [337]. Pictures (D)–(F) taken from [338].

and arrests (permanent halts). Many aspects of the elongation process in RNApol are not well
understood. For example, the distribution of residence times for pauses shows strong statistical
variations in their frequency and duration [346]. Many of these features are also found in DNA
replication and are expected to be important in the regulation of gene expression [347].

Another type of DNA–protein motor that has attracted considerable attention recently is
virus packaging motors. The packaging motor of bacteriophage virus φ29 encapsulates DNA
inside the heads of the virus. It has been shown to be a highly processive motor, capable of
working against loads of up to approximately 50 pN [348]. These experiments have stimulated
very interesting theoretical activity in the packaging problem [349–351].

SME have also been applied to the study of topoisomerases. These are a large class of
enzymes present in both prokaryotes and eukaryotes and are very important in the maintenance
of the genome. Topoisomerases act on the topology of DNA, their main task being to relax
and introduce supercoils in DNA by cutting the phosphate backbone of ssDNA and dsDNA.
For example, relaxing stress of supercoiled DNA is important for transcription, replication and

FIGURE 49. Voir Ritort

(a)

FIGURE 50. Micromanipulation mécanique à l’échelle de la cellule [?].

Type de force Classe Caractéristiques
Van de Waals Attractives Dans le vide et en milieux aqueux
Électrostatiques Attractives ou répulsives Interaction forte si non écrantée
Quantiques Attractives (liaison covalentes, interac-

tion d’échange)
Interaction forte à courte portée

Hydrophobiques Attractives Interaction forte
Addhésion spécifique Attractive : Système clef-serrure,

antibody-antigen, ligand-récepteur
Méchanisme de reconnaissance utilisé
dans les systèmes vivants

Stériques Répulsives
Entropiques Répulsives Forces résultantes du confinement

10. Comment mesurer la force de rupture d’une liaison non-covalente

10.1. Introduction.

10.2. La technique de la B.F.P. (pour ≪ Biomembrane Force Probe ≫). Cette technique permet d’uti-
liser un transducteur mécanique très sensible pour la mesure des forces de rupture entre deux interfaces. Ce
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FIGURE 2 Biotin binding pocket. Stereo image of the biotin binding in avidin. Shown are the main amino acid side groups that make contacts with biotin
along the rupture paths.

METHOD
MD simulations of the avidin-biotin complex were carried out using the
program X-PLOR (Bruinger, 1992) with version 22 of the CHARMM
(Brooks et al., 1983) force field. We constructed an avidin tetramer from
crystallographic symmetry based on the atomic coordinates of the reported
dimer structure (Livnah et al., 1993; Pugliese et al., 1993, 1994), entry
IAVD in the Brookhaven Protein Data Bank (Bernstein et al., 1977).

It has been argued that the binding pocket of avidin is inaccessible to
water (Pugliese et al., 1993). We tested this supposition in an attempt to
place water in the binding pocket with the modeling package DOWSER
(Zhang and Hermans, 1996). Indeed, we found that the tight contact
between biotin and the binding pocket makes it unlikely for more than one
water molecule to fit inside the binding pocket. We chose, hence, not to
introduce water into the binding pocket in our simulations, having possibly
missed a single water. Alternatively, one might carry out simulations
placing at each moment in time the maximum number of internal waters
into the binding pocket, accounting, thereby, for water penetrating into the
binding pocket on a slower time scale than that covered by the actual
simulation.
A charge distribution for biotin was obtained by means of the program

GAUSSIAN-94 (Frisch et al., 1995) at the Hartree-Fock level with a
6-31G* basis set, using the coordinates of heavy atoms taken from the
crystal structure (chain B from entry IAVD in the Protein Data Bank) and

Ft

biotin

AFM cantilever with the tip

t. avidin - biotin complex

agarose bead surface

FIGURE 3 Schematic representation of atomic force microscopy (AFM)
experiment on the avidin-biotin complex. An AFM tip attached to an

elastic cantilever is linked to biotin; the agarose bead surface is linked
chemically to biotin through stiff bonds; an avidin tetramer binds to two

biotins on the bead and to two biotins connected with the AFM tip; the
cantilever applies forces measured by monitoring the position of the tip.

of hydrogens generated by the program QUANTA (MSI, 1994). The
equilibrium bond length, angles, torsional angles, and force constants for
biotin were derived from biotin coordinates and force-field parameters of
molecules with similar chemical structure available in CHARMM and
X-PLOR (the topology and parameter files for biotin are available via
anonymous ftp at ftp://ftp.ks.uiuc.edu/ in directory /pub/projectslbiotin).

In all simulations we assumed a dielectric constant e = 1 and a cutoff
of Coulomb forces with a switching function starting at 10.7 A and
reaching zero at a distance of 14.3 A. All atoms, including hydrogens, were
described explicitly. The hydrogen atom coordinates of both avidin and
biotin were generated using the HBUILD routine of X-PLOR. An integra-
tion time step of 1 fs was employed. The avidin tetramer structure was
energy minimized and allowed to equilibrate in a 45-ps molecular dynam-
ics run.

To facilitate the exit of biotin from its binding pocket, we altered the
conformation of the 3-4 loop (residues 35-46) (Pugliese et al., 1993) of
avidin, which almost completely closes the pocket, but can fluctuate to an
open conformation on the time scale of the AFM experiment. The new
conformation of the loop was achieved using MDScope (Nelson et al.,
1995), which includes the molecular graphics program VMD (Humphrey et
al., 1996) connected to the molecular dynamics program NAMD (Nelson
et al., 1996), the latter running on a workstation cluster. VMD allowed us
to monitor and control the simulation of the avidin-biotin complex and to
interactively apply forces to selected atoms on the 3-4 loop of one of the
avidin monomers. The forces were sent from VMD to NAMD and intro-
duced into the molecular dynamics simulations. The application of the
external forces to the system led to the desired conformational change of
the loop (see Fig. 4). This procedure was followed by a 15-ps equilibration.
The resulting structure served as the starting point of each simulation
reported here, in which the Ca atoms of the loop residues were constrained
to prevent a renewed closure of the binding pocket.

External forces were applied to the tail of one of four biotins through the
definition of harmonic restraints in X-PLOR. One of the oxygen atoms of
biotin's valeryl side-chain carboxylate group was restrained to a point
outside the binding site at a distance of 20 A, i.e., far enough to ensure that
biotin at the point of restraint would be completely outside the pocket. The
position of the restraint point was chosen so that biotin would encounter the
least hindrance when moving from its initial position toward the point of
restraint, a direction that is assumed to represent the orientation of the force
applied by the AFM tip.

The absolute value of the force acting on biotin was chosen to be

|F| = k(t)d, (1)

where k is the harmonic restraint coefficient that can be specified in
X-PLOR, and where d is the distance between the tail of biotin and the

biotin
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FIGURE 51. D’après [?].
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1000pN/sec

BFP force error

A B C

Figure 8. Mechanical strength of trans-bonded cadherin fragments. (A), (B) Force histograms in
steady ramp protocols at 100 and 1000 pN s−1. Force distributions shift to larger forces as the
loading rate increases. (C) Logarithmic rate dependence of the average rupture force over nearly
four orders of magnitude in loading rates. The dotted line corresponds to the measurement error
in force. The error increases with the loading rate because of viscous corrections appearing due to
probe damping. Figure taken from [257].

Dynamic force spectroscopy [61, 62] has become nowadays a standard method to probe the
strength of molecular bonds. It has been applied to the study of biotin–avidin and biotin–
streptavidin interactions [246–248], antigen–antibody interactions [249–251], P-selectin/ligand
interactions [252, 253], adhesion forces in lipid bilayers [254], substrate–protein adsorption
forces [255], cadherin mediated intermolecular interactions [256, 257], carbohydrate–protein
bonds [258], proteoglycans [259, 260] and antibody–peptide interactions [261] just to cite a
few examples. Typical rupture force distributions are shown in figure 8. The problem of
bond rupture has been extended to multiple bonds in several configurations (series, parallel,
zipper) [62, 262, 263]. An annoyance inherent to dynamic force spectroscopy in ligand–
receptor studies is that after a rupture event occurs a contact has to be established again. As
discussed below, this is different from what happens when studying intramolecular interactions,
where the initial set of bonds can be reformed again by moving back the surface to the tip.

5.2.2. Protein folding. SME allow us to investigate intramolecular interactions in proteins.
Pioneering studies have been carried out by pulling the muscle protein titin. The sarcomere
is a repeating unit found in fibres of muscle cells responsible for contractile motion. The
sarcomere is a highly complex structure 2.5 µm long made out of thick (myosin) and thin
(actin) filaments and a third filament (titin). Titin connects the Z-disk to the M-line in the
sarcomere, and is a huge modular protein responsible for the passive elastic properties of the
muscle. Titin is formed by tandem pseudorepeats of many different protein domains such as
the immunoglobulin (Ig) and the fibronectin type III (fnIII) domains. The characterization of
the mechanical properties of modular proteins like this one is very important because they
are present in the cytoskeleton and the extracellular matrix of all eukaryotic cells. AFM and
LOT pulling experiments in proteins were first carried out in titin [264–266] by the groups of
Gaub in Munich and Bustamante in Berkeley. Upon application of force titin unravels in a
series of force jumps, one jump corresponding to the unfolding of an individual module. A
FEC reveals a characteristic sawtooth pattern as shown in figure 9. Due to the heterogeneous
structure of the module sequence in modular proteins (such us titin) it is difficult to identify
which specific module corresponds to which unfolding event. Considerable progress has been

FIGURE 52

transducteur joue le rôle de ressort dont la constante élastique peut être adaptée à l’échelle de la force de rup-
ture que l’on désire mesurer. Soit k la constante de rappel effective d’un système mécanique suffisamment
souple pour que les fluctuations thermiques soient observabes. Le théorème de fluctuation-dissipation montre
que les fluctuations de position sont inversement proportionnnelles à la racine carrée de la constante de rigidité

[
< x2 >

]
=

[
2kBT

k

]1/2
(137)

alors que la force de rappel est, quant à elle, proportionnelle à la racine carrée de cette constante :

< Frappel >= k < x2 >1/2=
√
2kkBT (138)

Dans son principe, une mesure de force de rupture à l’échelle moléculaire implique la mesure de la position
d’une bille micrométrique dont la position doit être observée au microscope. Une fois la constante élastique
connue, la mesure de la position permet de remonter à la force. Comme la constante de rappel k intervient au
numérateur dans (138), alors qu’elle apparaı̂t au dénominateur dans (137), une bonne précision sur la mesure
de la force nécessite des constantes de rigidité très faibles qui, à leur tour, entraı̂ne des fluctuations de position
importante.

Dans la technique B.F.P, on utilise généralement une hémathie comme élément principal du transducteur
mécanique. La cellule est aspirée dans une micropiptette (voir Fig. 10.2) et la dépression dans la micropipette
contrôle la tension de la cellule et donc sa rigidité. En effet, on dispose à l’opposé de la micropipette un bille
micrométrique, la bille test, soit en anglais ≪ the probe bead ≫, sur laquelle une force peut être appliquée.

Sous l’effet de cette force, la cellule est allongée le long d’un axe de symétrie. En première approximation,
la relation force - déplacement de la bille est linéaire et la constante de raideur du ressort effectif peut alors être
ajustée entre 5 pN et 10 nN.
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Pour mesurer les forces de rupture entre ligands et récepteurs, les deux billes, la bille test et la bille qui
permet d’appliquer la force, peuvent être fonctionnalisées pour porter les molécules qui nous intéressent. Utili-
sant un contrôleur-piezo, la première bille est amenée à proximité de la seconde afin de forcer le contact. Puis,
celle-ci est rétractée à VITESSE CONSTANTE. Lorsque la force appliquée par le transducteur est suffisante, on
observe une brusque rétraction la bille test dont la position juste avant la rétraction donne la force de rupture.
En pratique, plusieurs allers-retours sont nécessaires afin de déterminer un histogramme complet des forces de
rupture.
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Figure 4. BFP technique. Upper figure, a red blood cell acts as a force transducer (symbolized
as a spring in the figure) by transforming the pressure suction applied on the pipette (-P) into the
elastic stiffness of the cell membrane κs ∼ P Rp, where Rp is the pipette radius. A bead covered
with ligands is then attached to the cell (left bead). Another bead covered with receptors is then
immobilized on the tip of another pipette (right bead). A ligand–receptor bond can be formed by
touching the beads. By retracting the right pipette at speed vt the formed bond dissociates at a given
force value F , measured from the formula F = κsx , where x is the deflection of the left bead.
Lower figure, typical force–time curve when probing ligand–receptor interactions. Figure taken
from [62].

in the extension of the molecule, on the order of 20 nm. MTs have been extensively used to
investigate elastic and torsional properties of DNA molecules.

4.1.4. Biomembrane force probe (BFP). Finally, we mention the biomembrane force probe
technique developed by Evans and collaborators [61]. The basic experimental set-up is shown
in figure 4. In this set-up a biotinylated red blood cell is pressurized by micropipette suction
into a spherical shape. The tip is made of a streptavidin coated bead (left bead in figure 4)
functionalized with some molecules (e.g. ligands). The other bead is functionalized with
complementary molecules (e.g. receptors) and kept fixed by air suction on the tip of the
other micropipette (right). The blood cell acts like a spring so the force can be measured by
calibrating the stiffness of the cell. This is directly related to the membrane tension and can be
controlled by fine tuning of the pressurization of the micropipette (left). Typical stiffness values
are in the range 0.1–1 pN nm−1. By moving the micropipette (right) using a piezo translator
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4.1.4. Biomembrane force probe (BFP). Finally, we mention the biomembrane force probe
technique developed by Evans and collaborators [61]. The basic experimental set-up is shown
in figure 4. In this set-up a biotinylated red blood cell is pressurized by micropipette suction
into a spherical shape. The tip is made of a streptavidin coated bead (left bead in figure 4)
functionalized with some molecules (e.g. ligands). The other bead is functionalized with
complementary molecules (e.g. receptors) and kept fixed by air suction on the tip of the
other micropipette (right). The blood cell acts like a spring so the force can be measured by
calibrating the stiffness of the cell. This is directly related to the membrane tension and can be
controlled by fine tuning of the pressurization of the micropipette (left). Typical stiffness values
are in the range 0.1–1 pN nm−1. By moving the micropipette (right) using a piezo translator

(b)

FIGURE 53. En (a) schéma du dispositif de la ≪ Biomembrane force probe ≫. Une hémathie
est aspirée dans une micropipette et sert de mechano-transducteur (symbolisé par un ressort) en
transformant la pression ∆P de suction en tension. La constante élastique est bien approximée
par k ≈ ∆PRp, où Rp est le rayon de la membrane dans la micropipette. En déplaçant la mi-
cropipette de droite à vitesse constante vt, on applique une force F ≈ kx sur le lien moléculaire
que l’on désire sonder, où x est le déplacement de la bille de gauche. On obtient ainsi la ca-
ractéristique force-extension de la figure (b) avec une rampe de chargement clairement visible
et une force de rupture déterminée par le maximum de distance. D’après[?].

10.3. Dépliement des protéines des proteines sous l’action d’une force mécanique. Voir [?].



Chapitre 2

Élasticité des polymères et des biopolymères

1. Introduction

Les premiers travaux sur les molécules polymères remontent au début du 19esiècle. Ils ont permis d’établir
que les matériaux polymères ont des propriétés élastiques remarquables. En particulier, un caoutchouc étiré à
contrainte constante se contracte de manière réversible par élévation de température. L’étirage du caoutchouc
est en fait une transformation exothermique. Les matériaux usuels, quant à eux, se dilatent par élévation de
température. L’origine de ce paradoxe tient à la nature des forces élastiques de rappel qui sont principalement
d’origine entropique, car une force extérieure réduit le nombre de conformations accessibles de la chaı̂ne. Dans
les autres matériaux, le coût élastique est principalement due aux déplacements relatifs des plans atomiques.
Comme d’habitude, tout est dans l’énergie libre

F = U − TS (139)

où le premier terme domine si la réponse est donnée par des termes enthalpiques, alors que S domine pour des
systèmes entropiques.

FIGURE 1. Représentation schématique d’une molécule d’ADN représentant les grands et pe-
tits sillons. Les barreaux symbolisent les liaisons A − T , double liaision pont-hydrogène, ou
G− C qui, quant à elle, est une triple liaison pont hydrogène.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’élasticité des macromolécules, et plus principalement à celle des
ACIDES NUCLÉIQUES avec en particulier la molécule d’ADN. qui permet de conjuguer des effets entropiques
et des effets élastiques. La première partie de ce chapitre résume les propriétés du mouvement Brownien et
des chaı̂nes polymères. Caractéristiques des systèmes doux de la matière molle, les effets entropiques donnent
le principe même des mesures sur des molécules isolées. Cette méthode, due principalement à Croquette et
Bensimon, utilise le principe dEinstein pour mesurer la température des fluctuations d’un double brin d’ADN.
afin d’étalonner de façon très précise l’échelle des efforts de TORSION et de FLEXION auxquels la molécule
peut être soumise.
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À l’échelle moléculaire, la structure de l’ADN rappelle les doubles escaliers du château de Chambord
dessinés par Léonard de Vinci. Les paires de base A− T et G− C (Cf. Fig. ??) tournent autour du grand axe
d’une double hélice dont la périodicité est d’environ 10.5 paires. Pour la physique de la matière molle, l’A.D.N.
est un polyélectrolyte fortement chargé. La charge négative est principalement due aux ions phosphates, PO−

4 ,
qui sont naturellement dissociés dans des conditions physioloqies normales.

Pour revenir à l’élasticité macroscopique, l’intérêt de l’ADN est qu’il est maintenant possible de manipuler
des macro-molécules isolées en appliquant une force dont l’ordre de grandeur varie de 0.01 à 50 pN. Cette
échelle de force permet de passer du régime entropique caractéristique des chaı̂nes flexibles artificielles au
régime enthalpique, régime où les effets de rigidité de flexion sont importants. Si comprendre l’élasticité de
flexion d’un double brin d’ADN est important du point de vue de l’élasticité, une justification biologique à
venir sur les expériences concernant les molécules isolées demande la compréhension de la structure et de la
dynamique de la chromatine qui est un exemple d’assemblage très sophistiqué. Dans la chromatine, l’ADN.
n’est jamais isolé, mais il forme des complexes avec des enzymes qui transcrivent, recombinent et recopient
le génome des cellules eukaryotes. Ce génome, c’est-à-dire l’information génétique d’un individu, contient la
liste de toutes les protéines qui peuvent être potentiellement présentes dans la cellule.

2. Introduction à l’ADN

En 1958 Crick invente ce que la littérature anglosaxone appelle le ≪ central dogma of molecular biology ≫ :
l’ADN donne de l’ARN, l’ARN donne des protéines et les protéines font la cellule.Le processus de réplication
n’intervient que lorsque la cellule se divise. Il s’agit de la phase S de la mitose chez les eukaryotes et cette
phase revient à dupliquer l’ADN pour que chacune des cellules filles possède la même information génétique
que la cellule mère. Ce principe d’organisation connaı̂t maintenant des exceptions. On sait maintenant que
la conformation d’une protéine est à préciser pour assurer sa fonction. Les prions, par exemple, changent la
conformation des protéines saines et l’ADN ne possède donc pas nécessairement à lui seul toute l’information
pour produire le matériel dont l’organisme a besoin.

L’ARN est donc un autre polymère biologique dont la fonction est d’amener toutes les instructions conte-
nues dans l’ADN dans la mémoire vive de la cellule vue comme un ordinateur afin que le programme d’exécution
de la synthèse des protéines puisse être mené à bien. La composition de l’ARN. est similaire à l’ADN., mais on
le trouve que sous la forme d’un simple brin et il est moins stable. L’ARN, ou plus exactement l’ARN messa-
ger, est en fait synthétisé à partir de l’ADN. par une enzyme appelé ARN. polymérase. Cette enzyme permet la
synthèse des acides nucléiques en reconnaissant les séquences de promoteurs situés en amont du gène qui code
une protéines. Cette machine est en fait remarquablement sophistiquée chez les eukaryotes, car la synthèse des
protéines chez les organismes vivants est régulée au cours du temps.

POUR ALLER PLUS LOIN : 1. La mémoire et le programme de la cellule sont codées le long de l’ADN
par 4 petites molécules (A, T, G, C) qui donnent le premier niveau de structure de la molécule. Au cours de la
transcription, certains segments sont copiés, en biologie on dirait TRANSCRITS, pour construire des chaı̂nes plus
courtes. Ces chaı̂nes, appelées ARN messager (mRNA) , sont à leur tour transformées en chaı̂nes polypeptidiques
faites de 20 amino-acides, c’est-à-dire les protéines.

La transcription est une transformation d’un segment spécifique d’ADN en un RNA simple brin. Ces seg-
ments sont délimités le long de l’ADN original par des protéines qui viennent se fixer sur l’ADN. Ce sont les
facteurs de transcription. La synthèse de l’ARN messager est faite par une protéine motrice, l’ARN-polymerase,
capable d’ouvrir la double hélice pour avancer sur un simple brin tout en synthétisant une copie. Chez E. Coli,
cette transcription se fait au rythme de 60 nucléotides à la seconde.

L’ARN messager est ensuite modifié suite au travail d’autres enzymes. Chez les cellules eukaryotes, il peut
être coupé en segments plus petits, appelés introns, et plusieurs segments peuvent être ligaturés pour former
des exons. Les facteurs qui délimitent le choix des introns ne sont pas uniques et ils varient en fonction des
conditions biochimiques. Aussi, chez les eukaryotes, un même segment d’ADN peut il conduire à la production
de différents ARN-messager en fonction des conditions physico-chimiques.

La traduction de l’ARN-m en protéines utilise des triplets de paire de bases. Comme il y a 64 possibilités
de triplets de bpset seulement 20 amino-acides, certains amino-acides sont naturellement codés par différents
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triplets. La traduction commence sur un codon triplet de départ, habituellement, AUG et se termine par un
signal stop.

Dans la pratique, cette traduction intervient

Situation Il est maintenant possible de manipuler des
macromolécules individuelles en appliquant une force dont
l’ordre de grandeur varie de 0.01 à 50 pN . Nous nous
intéresserons ici à l’ADN et aux complexes ADN + protéines.

Motivation: Comprendre la
structure et la dynamique de la
chromatine qui est un exemple
d’auto-assemblage très
sophistiqué. Comment
fonctionnent les enzymes qui
transcrivent, recombinent,
enroulent et recopies le
génome des cellules
eukaryotes.

FIG.: Différentes échelles du
compactage. Le rapporte est de 1
à 103.

Modèle du ver et expériences sur des molécules à l’échelle individuelle

FIGURE 2. Différentes échelles du compactage dans la chromatine. Les cercles symbolisent
des histones autour duquel l’ADN. s’enroule. Le rapport des échelles va de 1 à 103.

Figure 2: Central dogma of molecular biology

(Sometimes the term “gene expression” is used only for the transcription part of this process.) At any given
time, and in any given cell of an organism, thousands of genes and their products (RNA, proteins) actively
participate in an orchestrated manner.

The DNA molecule is a double-stranded helix made of a sugar-phosphate backbone and nucleotide bases
(Figure 3). Each strand carries the same information, which is encoded in the 4-letter alphabet {A, T, C, G}

Figure 3: DNA; a codon shown in box

(the nucleotides Adenine, Thymine, Cytosine, and Guanine), in a “complementary” form (A in one strand
corresponds to T in the other, and C to G). The two strands are held together by hydrogen bonds between the
bases, which gives stability but can be broken-up for replication or transcription. One describes the letters in
DNA by a linear sequence such as:

gcacgagtaaacatgcacttcccaggccacagcagcaagaaggaggaatc. . .

and genes (instructions that code for proteins) are substrings of the complete DNA sequence. (Besides genes,
there are regulatory and start/stop regions that help delimit genes as well as determine if and when they should
be “active”. In addition, there are also regions that have other roles, such as coding for RNA that may not lead
to proteins.) Because of its double-stranded nature, DNA is chemically stable, and serves as a good depository

4

FIGURE 3. Illustration de ce que les biologistes moléculaires appellent le dogme de la biologie.

2.1. Physico-chimie. Un polymère est une succession linéaire d’unités élémentaires attachées par des
liaisons carbone-carbone. L’art de la chimie permet de synthétiser des macromolécules complexes en fonction
des propriétés thermiques et mécaniques désirées. Par exemple,

(1) le polyethylène -CH2-CH2-CH2-
(2) le polystyrène

Mais on peut aussi fabriquer des assemblages de plusieurs types de monomères A-(X)N -(Y)N -B appelés, CO-
POLYMÈRES.

La chimie permet de contrôler :
— La polydispersité : le nombre de maillons élémentaires N définit le DEGRÉ DE POLYMÉRISATION.

À l’heure actuelle, 105 unités peuvent être assemblées sans erreur. Ce chiffre est grand, mais il reste
néanmoins faible si on le compare au nombre de paires de base dans un ADN d’une cellule animale
(109).
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— Le branchement : on peut créer des ponts chimiques entre les chaı̂nes pour renforcer les propriétés
mécaniques.

En règle générale, un système polymère est un mélange visqueux à température suffisamment élevée. À basse
température, le système s’apparente à un verre, ou dans le meilleur des cas (le polyéthylène, par exemple)
à un cristal. Les chaı̂nes polymères sont solubles dans des solvants et cette situation est favorable à leur ca-
ractérisation. Dans un BON SOLVANT, les interactions attractives entre les molécules de solvant et les mo-
nomères dominent les interactions attractives entre les monomères. La chaı̂ne adopte la configuration d’une
pelote. Dans le cas contraire, on parle de MAUVAIS SOLVANT : la chaı̂ne est effondrée et elle prend la forme
d’un globule.

2.2. Flexibilité. Une chaı̂ne polymère est un objet flexible. Comme le silicium ou le germanium, un atome
de carbone a 4 valences dirigées sur les sommets d’un tétrahèdre. Une liaison C=C est covalente, c’est-à-dire
robuste (600 kJ mol−1). Considérons une chaı̂ne d’atomes de carbone repérés par l’indice n et fixons les atomes
n−3, n−2, n−1. Nous avons donc deux liaisons qui définissent un plan : la question est maintenant de savoir
où mettre l’atome n.

La chimie quantique enseigne que cet atome à trois positions possibles suivant l’angle φ que fait la liaison
n− 1 → n avec le plan des deux liaisons qui la précèdent.

— Si φ = 0, les quatre atomes sont dans le même plan et la configuration est du type trans.
— Si φ = ±π/3, on parle de configuration gauche.

Les configurations gauches sont des états métastables, alors que la configuration trans est le minimum ab-
solu d’énergie. Le caractère flexible de la chaı̂ne polymère est du à la facilité avec laquelle le système passe
d’une configuration à une autre, c’est-à-dire qu’elle dépend de la hauteur de la barrière d’énergie ramenée à
l’énergie thermique. En règle générale, ∆G/kBT ≃ 1, de telle sorte que les liaisons passent continuellement
entre les différents minima et que la chaı̂ne est désorganisée sous l’effet des fluctuations thermiques. Le temps
caractéristique qui étalonne le passage d’une configuration à une autre est un temps moléculaire, c’est-à-dire
10−11 s.

Gelons maintenant le système : nous pouvons calculer la distance moyenne entre deux configurations
gauches. Nous trouvons

lp = l0 exp

[
∆G

kBT

]
(140)

où l0 est une longueur microscopique dont l’ordre de grandeur est celle d’un monomère. Dans cette équation, lp
définit la LONGUEUR DE PERSISTANCE. Cette longueur caractéristique peut-être interprétée comme la longueur
au-delà de laquelle l’objet est flexible. En-deçà de cette longueur, la conformations de la molécule gardent la
mémoire de la chimie des liaisons. Le facteur exponentiel montre que les effets dus aux fluctuations thermiques
ne peuvent être ignorés. À température ambiante, on a donc lp ≃ l0 : à toutes fins pratiques, une chaı̂ne polymère
perd donc rapidement la mémoire de la nature chimique exacte des liaisons.

Cet effet est à l’origine de l’universalité des propriétés macroscopiques des polymères, c’est-à-dire des
propriétés qui sont indépendantes de la formule chimique. Nous nous intéresserons en particulier au région de
gyration RG qui définit la taille moyenne de la région explorée par une polymère d’indice de polymérisation
N . Nous montrerons par la suite que

RG ∝ Nν , N ≫ 1 (141)

où ν est un exposant ≪ universel ≫, c’est-à-dire indépendant de la formule chimique de la macromolécule. 1.

2.3. Chaı̂ne flexible idéale : le modèle de la marche aléatoire. Nous considérons une chaı̂ne polymère
en bon solvant. La conformation de la chaı̂ne peut être assimilée à la trace qu’un marcheur aléatoire laisse
sur un réseau. L’ensemble statistique des réalisations est celui de toutes les réalisations des marches de N pas
chacune : nous ne sommes intéressés qu’aux valeurs moyennes.

1. Le préfacteur, lui, peut dépendre du système étudié.
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À chaque pas, le marcheur décide au hasard d’aller dans la direction d’un
des vertex proche voisins et son pas correspond à la distance entre deux
vertex successifs. La probabilité p d’aller vers un vertex ou un autre est
égale dans toutes les directions. Celle-ci dépend donc de la dimension
de l’espace d, car le nombre de premiers voisins dépend de la dimension
de l’espace.

— pour d = 2, il y a 4 voisins et p = 1/4 ;
— pour d = 3, p = 1/6, car il y a 6 voisins.

Définissons R comme le vecteur bout-à-bout ; c’est-à-dire celui joint en
valeur moyenne les deux extrémités de la chaı̂ne. À un facteur deux près,
R n’est autre que le rayon de gyration. Par construction, R est la somme
des pas élémentaires Ri et nous pouvons utiliser l’identité vectorielle
pour la calculer au bout de N pas

R =
i=N∑
i=1

Ri (142)

Les pas élémentaires de la marche est aléatoire et les directions ne sont
pas corrélées entre deux instants successifs. En valeur moyenne sur
toutes les réalisations des marches possibles de N pas, nous avons donc

< Ri ·Rj >= l2pδij (143)

Modèle de la marche aléatoire sur un
réseau carré.

et donc

R =
∑
i,j

< Ri ·Rj >= Nl2p (144)

D’où le résultat : la distance à vol d’oiseau
√
R, par opposé à la distance chimique le long des maillons, croı̂t

comme
√
N . Le rayon de gyration aussi. On a ν = 1/2 pour une CHAÎNE IDÉALE.

Les pas élémetaires Ri sont des variables aléatoires indépendantes. Invoquant le théorème central limite, la
distribution du rayon vecteur R/

√
N est donc une gaussienne. Dans le paragraphe suivant, nous retrouvons ce

résultat à partir d’un objet appelé propagateur. Cet objet élémentaire permet de calculer la distribution de pro-
babilité d’étalement de la marche aléatoire à partir d’une distribution initiale arbitraire. Cette méthode permet
donc une économie de moyens remarquable.

REMARQUE. Une chaı̂ne aléatoire possède une symétrie auto-similaire. La physique est la même quelque
soit la l’échelle à laquelle on se place, pourvu que celle-ci soit grande devant la distance atomique l0. Considérons
en effet le vecteur Rm donnant la position du monomère m. La distance entre les monomères m et n est en
moyenne

< (Rm − ·Rn)
2 >=

m∑
i,j=n

< Ri ·Rj >= |m− n| l2p (145)

La distance relative entre deux points quelconque suit donc a même loi que la distance bout à bout.

2.4. Probabilité d’étirement spontané. Dans l’image du réseau que nous venons d’utiliser, nous désirons
connaı̂tre la probabilité conditionnelle que le marcheur soit à la distance R au bout de N pas, sachant qu’il
est parti de l’origine à l’instant initial. Cette probabilité est notée G(tN ,R) ou G(N,R), suivant le contexte,
sachant que le marcheur fait un pas tous les ti , 1 ≤ i ≤ N (avec tn = nδt et δt = 1). Pour des raisons de
commodité de notation, définissons les unités de telle sorte que t = N . À t = 0, nous avons donc

G(N = 0,R) = δR,0 (146)

Le marcheur est au point de coordonnées x, y, z à tn. Comme il lui est interdit de faire du surplace, il était
nécessairement sur l’un des vertex voisins à l’instant tn−1. Le saut entre deux vertex voisins a une probabilité
1/6, car il y a 6 possibilités. Cette loi de conservation impose donc que le probabilités aux instants tn et tn−1
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sont reliées par

G(tn, x, y, z) =
1

6
[G(tn−1, x+ lp, y, z) +G(tn−1, x− lp, y, z)]

1

6
[G(tn−1, x, y + lp, z) +G(tn−1, x, y − lp, z)]

1

6
[G(tn−1, x, y, z + lp) +G(tn−1, x, y, z − lp)]

(147)

Et utilisant le développement à l’ordre 2 sur les variables d’espace (les termes d’ordre 1 se télescopent pour
raisons de symétries)

f(x+ lp, . . . ) = f(x) + lp
∂f

∂x
+

1

2
l2p
∂2f

∂x2
(148)

et d’ordre 1 sur le temps, nous obtenons l’équation de diffusion

δt
∂G

∂t
=
∂G

∂n
=
l2p
6
∆G avec ∆ =

∂2

∂x2
+ . . . (149)

La condition initiale G(0,R) = δ(R) fixe l’origine des temps. On sait que le résultat est une loi gaussienne :

G (N,R) =

(
3

2πNl2p

)3/2

exp

[
− 3R2

2Nl2p

]
(150)

REMARQUE. La distribution (150) est la distribution du vecteur R et non de sa normeR. Cette distribution
de probabilité est donc convenablement normalisée. Pour le démontrer, utilisons le résulat∫ ∞

0
dxe−αx2

=
1

2

√
π

α
(151)

Nous pouvons alors dériver deux fois par rapport à l’argument α, ce qui nous donne < x2 >

1

2

√
π

α
× < x2 >

def
=

∫ ∞

0
dxx2e−αx2

=
1

4

√
π

α3/2
(152)

d’où en passant en coordonnées polaires∫
d3RG (N,R) = 4π

∫ ∞

0
dRR2G (N,R) = 1 (153)

La distribution de probabilité du rayon vecteur R s’obtient en intégrant sur les angles polaires

G(N,R) =

∫ π

0
dθ sin θ

∫ 2π

0
dφR2G (N,R) = 4πR2G (N,R) (154)

CONSÉQUENCE : Nous pouvons maintenant obtenir la distribution des marcheurs pour une distribution
initiale arbitraire. Notons ψ(t = 0,R) la distribution initiale et définissons la fonction ψ(t,R) par

ψ(t,R)
def
=

∫
dR′ψ(0,R′ −R)G(t,R) (155)

Pour montrer que ψ(t,R) n’est autre que la distribution des marcheurs au bout d’un temps t, il suffit de montrer
que cette fonction satisfait à l’équation de diffusion.

EXERCICE 2.1. Pour montrer queψ(t,R) est solution, appliquer l’opérateur ∂/∂t àψ(t,R) dans l’équation
(155) et inverser le signe somme avec cette opération :

∂ψ(t,R)

∂t
=

∫
dR′ψ(0,R′ −R)

∂G(t,R)

∂t
(156)

Utiliser ensuite que G(t,R) est solution de l’équation de diffusion. Ensuite, intégrer deux fois par parties sur
la variable d’espace. Vous montrez ainsi le résultat cherché.
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2.5. Énergie libre d’une chaı̂ne. En mécanique statistique, l’entropie est définie en fonction de la pro-
babilité d’apparition d’une configuration accessible au système. Une configuration est dite accessible si elle
respecte les contraintes imposées de l’extérieur au système. Dans le cas d’un chaı̂ne polymère, nous imposons
la distance bout à bout R, ce qui va nous permettre de calculer l’entropie d’une chaı̂ne de longueur R. On peut
donc définir à des termes sous-dominants près

TS(N,R) = kBT lnG(N,R) = −3

2

R2

Nl2p
kBT (157)

Pour une chaı̂ne idéale, l’énergie interne ne varie pas en fonction des conformations et nous avons pour l’énergie
libre

F = +
3

2

R2

Nl2p
kBT (158)

L’énergie libre de la chaı̂ne est donc de nature purement entropique. Pour calculer son élasticité, greffons
un bout de la chaı̂ne à une paroi et appliquons une force extérieure F . Lorsque le bout de chaı̂ne est déplacée à
une distance R de la paroi, le travail de la force externe est F ·R+ C où C est une constante. À l’équilibre le
système minimise le potentiel thermodynamique

+
3

2

R2

Nl2p
kBT− F ·R (159)

Minimisant par rapport à R, on retrouve bien que la chaı̂ne se contracte quand la température augmente

R =
Nl2p
3kBT

|F| (160)

car la température intervient au dénominateur.

REMARQUE. Dans le modèle de la marche aléatoire, le marcheur est astreint à se déplacer sur un réseau
dont la géométrie est fixée : on peut choisir un réseau de géométrie carrée ou triangulaire. La longueur des pas
est fixé, mais l’angle entre deux pas successifs est donné par la géométrie du problème. Dans l’interprétation
d’une chaı̂ne polymère, les maillons successifs ne peuvent donc faire qu’un angle droit si la géométrie est
carrée, ou π/3 pour une réseau triangulaire. Il s’agit d’une commodité évidente pour le calcul. Que se passe-t-il
si maintenant nous permettons à chaque pas maillon de la chaı̂ne de faire un angle arbitraire avec la direction
de la force? Nous verrons que l’extension est toujours proportionnelle à la force.
Caricaturons une chaı̂ne polymère comme une chaı̂ne
d’arpenteur dont les maillons élémentaires peuvent
tourner librement autour de chaque jonction. Appelons
a la longueur de chaque maillon et θ angle porté par le
maillon par rapport à la direction de la force F. Dans le
langage des polyméristes, A est appelé la LONGUEUR
DE KÜHN. Nous avons donc un cône défini par son
angle solide θ et la probabilité de trouver un maillon
entre θ et θ + dθ est donné par le poids de Bolzmann
fois le volume élémentaire dans l’espace des phase. In-
troduisons un facteur de normalisation Z pour que la
probabilité soit normalisée. Nous avons

P(θ)dθ =
1

Z
×2π sin θdθ×exp [−U(θ)/kBT] (161)

où U(θ) est l’énergie dans le champ dû à la force
extérieure.

Modèle de la chaı̂ne d’arpenteur pour un polymère.
Les variables fluctuantes sont les angles relatifs entre

les segments de droite.

Pour calculer U(θ), introduisons le travail de la force extérieure

F ·R =
∑
i

Fa cos θi (162)
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qui correspond, à une constante près, à l’énergie interne U(θ) mais avec le signe −. Le facteur Z n’est autre que
la fonction de partition de chaque maillon. Ceux-ci étant indépendants, la fonction de partition de chaı̂ne est le
produit des fonctions de partition élémentaires. L’énergie libre du système est donc la somme des contribution
de chaque maillon

F = NkBT ln

[∫ π

0
dθ sin θ exp

[
Fa cos θ

kBT

]]
(163)

= NkBT ln

[
2
kBT

Fa
sinh

Fa

kBT

]
(164)

À l’équilibre, le système ajuste la distance bout à bout à la force extérieure. Le travail des forces internes
compense celui des forces externes. En d’autres mots, le système minimise le potentiel thermodynamique

F − F ·R (165)

La distance projetée d de la molécule le long de la direction de la force F est égal à d = L < cos θ >. Tous
calculs faits, nous trouvons la fonction de Langevin.

d = Na

[
coth

(
Fa

kBT

)
− kBT

Fa

]
(166)

Les deux cas limites sont intéressants :

(1) Lorsque la force tend vers l’infini, les fluctuations thermiques n’ont pas d’effet. La corde est tendue
et sa longueur doit être Na. C’est ce que donne l’Eq. (166), car cothx ≈ 1 dans ce régime.

(2) Dans le régime où la force externe est faible, Fa/kBT ≪ 1, nous pouvons faire l’approximation
cothx ≈ 1/x+ x/2 + · · · . On trouve bien que la distance d croı̂t de façon linéaire avec la force

d ≈ Na2

2kBT
F + · · · (167)

Le résultat de marche aléatoire et celui de la chaı̂ne d’arpenteur diffère donc d’un facteur 2/3 (Cf.
Eqs. (160) et (167)).

2.6. Effet de l’auto-évitement : l’approche de Flory. Le modèle de la marche aléatoire est utile, car il
permet de calculer facilement le rayon de gyration Rg. La chaı̂ne est dite IDÉALE, car, le marcheur pouvant
revenir sur ses pas, nous retenons dans l’ensemble statistique les configurations de la chaı̂ne polymère où
différents monomères occupent le même lien du réseau. L’interaction de VOLUME EXCLUS interdit en fait ce
type de configurations. Le calcul du rayon de gyration doit donc être revu.

L’effet de l’interaction stérique est a priori d’autant plus importante que la dimension d de l’espace physique
est petite. En effet, si d = 1, la contrainte de volume exclus implique immédiatement Rg = N , soit ν = 1.

Le calcul de ν suit la démonstration de Flory. Pour tenir compte des interactions de volume exclus, nous
rajoutons à l’énergie libre un terme qui pénalise les configurations où les monomères sont en contact. Dans la
limite où la concentration est faible, nous pouvons nous limiter aux termes d’interaction entre deux monomères,
car les configurations où plus de trois monomères sont en contact sont rares. Le potentiel d’interaction est donc
de la forme

1

2
kBTB(T )

∫
ddr c2(r) + termes en c3(r) etc. (168)

où c(r) est la concentration de monomère et B(T ) une énergie étalonnée en unité de kBT. Séparons les termes
fluctuants des valeur moyennes en écrivant

c2(r) = (c(r)− < c >) (c(r)− < c >) + 2c(r) < c > − < c >2 (169)

où< c >= N/Rd
g n’est autre que la valeur moyenne prise sur le volume moyen occupé par la chaı̂ne polymère.

Ignorons le premier terme en supposant les corrélations faibles (la valeur moyenne du produit est alors égale
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au produit des valeurs moyennes, c-à-d nul)). L’énergie libre totale est donc une fonction du seul rayon de
gyration, car l’intégrale sur la concentration donne le nombre total de monomères N

F = +
d

2

R2
G

Nl2p
kBT+ kBTB(T )

N2

Rd
G

(170)

Il ne nous reste plus qu’à minimiser par rapport à cette seul variable indépendante pour trouver

RG ∝ Nν où ν = 3/(d+ 2) (171)

Comme attendu, l’exposant ν dépend de la dimension de l’espace, nous retrouvons que l’effet du volume exclus
est d’autant plus important que la dimension de l’espace d est faible. À toute fin pratique, la valeur numérique
de ν est exacte, car ce calcul sous-estime les corrélations mais surestime l’élasticité entropique (le volume
exclus entraı̂ne que la chaı̂ne résiste plus à la compression). Pour d = 4, nous retrouvons le résultat de la chaı̂ne
idéale avec la valeur 1/2. Une étude plus détaillée montrerait que ν = 1/2 dès que d ≥ 4.

3. Micromanipulation d’une molécule d’ADN. isolée

Nous suivons ici l’article remarquable de B. Duplantier[1] sur le mouvement brownien. Le mouvement
brownien trouve ici une application sur la mesure de forces très faibles pour des molécules biologiques isolées.
Il s’agit d’une méthode très précise, puisque le domaine des forces mesurées va de la dizaine du femto-newton
à la centaine de pico-newton.

Soit F = Fûz la force externe appliquée à l’extrémité de la molécule d’ADN. Au repos, c’est-à-dire en
l’absence de fluctuation thermique , la position de la bille est repérée par (0, 0, l). Sous l’effet des fluctuations
thermique, la position instantanée devient (x, y, l + z).

184 B. Duplantier Séminaire Poincaré

Figure 4: Micromanipulation d’une molécule d’ADN par des “pinces magnétiques”.

des torsades, ou superenroulements, qui reproduisent une partie des configurations topologiques
fonctionnelles.

Donnons un bref aperçu des forces mises en jeu en biologie, et des problèmes spécifiques liés
à leur petitesse.

2.1.3 Forces d’interaction biologiques et forces d’agitation thermique.

Les forces d’interaction impliquées dans les systèmes biologiques sont typiquement engendrées par
les liaisons hydrogène ou ioniques, ainsi que par les interactions de Van der Waals qui structurent
acides nucléiques et protéines. Leur ordre de grandeur typique est obtenu en divisant kBT , ordre
de grandeur du “quantum d’énergie” fourni par l’hydrolyse de l’ATP en ADP71 (en fait 10 kBT ),
par la taille caractéristique des objets biologiques, de l’ordre du nanomètre (nm). On trouve alors
le picoNewton :

kBT

1nm
= 4 pN

‖
10−12 N

.

Cette force est aussi typiquement celle qu’il faut pour étirer une molécule d’ADN. Extrême-
ment petite, elle n’est pas facile à détecter avec des dispositifs de mesure classiques.

Les plus petites forces mesurables sont a priori limitées par l’agitation thermique de l’instru-
ment de mesure (voir la figure 5). Cette agitation thermique donne lieu à la force stochastique de
Langevin vue ci-dessus, dont la valeur dépend du coefficient de friction visqueuse sur l’objet, et
aussi de la fenêtre temporelle d’observation. On a :

〈X2
Langevin〉 = 2kBT 6πη a δf,

où η est la viscosité du milieu, a le rayon d’une bille prise comme exemple, et δf la gamme de
fréquence observée. Par exemple, pour a = 1, 5 µm, dans de l’eau (viscosité η = 10−3 Poise), la
racine de la force carrée moyenne est XLangevin ∼ 15 f N

‖
(10−15 N)

√
Hz, soit 15 femtoNewtons sur une

seconde.
71ATP : adénosine triphosphate, carburant biologique universel, fait d’un sucre, la ribose, d’une base, l’adénine, et

de trois groupes phosphates ; ADP : adénosine diphosphate, sa version dégradée après perte d’un groupe phosphate
sous action enzymatique et libération d’énergie.

FIGURE 4. Schéma d’une pince magnétique pour manipuler une molécule fixée, d’une part,
de façon covalente au substrat et, d’autre part, à une bille magnétique. Les aimants alimentés
par un courant permettent de contrôler le surenroulement par un champ magnétique tournant.
On mesure la distance l de la bille par rapport à son point d’attache. Sous l’effet des fluctuations
thermiques la position de la bille fluctue mais ces fluctuations browniennes sont d’autant plus
restreintes que la force de rappel est grande (voir Fig. 5).

Lorsqu’elle s’écarte de la position d’équilibre, nous supposerons que la molécule développe une force
RADIALE Fr dans la direction ûr mais de sens opposé avec

r =
(
x2 + y2 + (z + l)2

)1/2
(172)
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Par définition, les composantes Fx, Fy, Fz de la force de rappel sont données par

Fx = −x
r
Fr

Fy = −y
r
Fr

Fz = −z + l

r
Fr

(173)

Pour des déplacements petits, on a au premier ordre

r =
(
x2 + y2 + (z + l)2

)1/2
= l + z +O(x2 + y2 + z2) (174)

et comme la force est radiale, elle ne dépend que de r. On peut donc faire son développement limité

Fr(r) ≈= Fr(l) + z
dFr

dr
|r=l (175)

Nos pouvons donc connaı̂tre les connaı̂tre la force de rappel exercée par la molécule lorsque la bille s’écarte
de sa position d’équilibre

F = −x
l
Fr(l)ûx −

y

l
Fr(l)ûy − z

dFr

dr
|r=lûz (176)

car les terme d’ordre 0 sont annulés par a force externe F .
L’énergie élastique associée à cette force de rappel est donc quadratique dans les déplacements. Elle prend

une forme très simple

U(x, y, z) =
1

2
k⊥
(
x2 + y2

)
+

1

2
k∥z

2 (177)

où les constantes de rappel ne dépendent que de la force et de ses dérivées :

k⊥ =
Fr(l)

l

k∥ =
dFr(l)

dr

(178)

La mesure expérimentale du spectre des fluctuations permet de déterminer les valeurs moyennes < x2 >
, < y2 > et < z2 >. En utilisant le théorème d’équipartition

1

2
k⊥ < x2 >=

1

2
k⊥ < y2 >=

1

2
k∥ < z2 >=

1

2
kBT (179)

On peut en déduire k⊥ et k∥ et donc la force Fr(l) et sa dérivée. La figure5 donne une reprsentation de l’histo-
gramme des fluctuations de la position instantannée de la bille à des instants successifs. On peut donc recons-
truire la distribution de probabilité des fluctuations et déterminer les constantes élastiques.

4. Polymères aux interfaces

Du point de vue de la science des matériaux, les possibilités d’identifier, de localiser et de manipuler des
composants macromoléculaires sur des interfaces ouvrent des possibilités remarquables en biophysique. En
matière molle, greffer des chaı̂nes par un bout permet de texturer un substrat de manière différente que la seule
adsorbtion, car le profile de concentration est différent dans les deux cas (il est homogène dans le premier
cas, alors qu’il est fractal dans le deuxième). Les utilisations et les applications sont en fait très variées. On
contrôle ainsi la flocculation, la bio-compatibilité des implants, la lubrification ou les containers avec leur
possibilité de vectorisation des médicaments. L’intérêt a aussi évolué du côté des nanobiosciences en utilisant
l’arsenal des techniques de la bioconjugaison. Le design d’interfaces chimiquement actives ou inactives revêt
en effet un intérêt particulier, car il permet de contrôler les différents type de ligands ou d’anti-corps, leur
concentration et leur localisation. Par exemple, une protéine ne peut être directement greffée à un substrat car
elle serait dénaturée à son contact et qu’elle serait donc inactive. On utilise donc une ancre polymère comme
intermédiaire. D’un autre côté, les nano-cristaux fluorescents utilisés comme sondes fluorescentes de milieux
biologiques sont d’abord synthétisées en milieu organique et il faut ensuite les rendre soluble en milieu aqueux
pour pouvoir les utiliser. Greffer des polymères à des particules joue donc un double rôle. Il permet de d’avoir
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186 B. Duplantier Séminaire Poincaré

Figure 6: Nuage brownien des positions fluctuantes de la bille dans le plan vertical (Ox,Oz), pour
différentes forces appliquées. Plus la force est grande, plus la molécule s’étire et plus les fluctua-
tions browniennes sont restreintes. (Enregistrement fourni gracieusement par Vincent Croquette,
Laboratoire de physique statistique de l’ENS.)

FIGURE 5. Enregistrement de la position instantanée de la bille dans le plan perpendiculaire
à l’axe de l’objectif. Plus la molécule est étirée, plus l’amplitude du mouvement brownien
perpendiculaire à l’axe est restreint et plus la tache est centrée. Cet enregistrement permet
à l’aide de la formule (179) de déterminer les constantes élastiques de rappel et, ainsi, de
déterminer la force à laquelle la molécule est soumise.

des solutions dispersées en empêchant l’agrégation et il permet aussi de fonctionnaliser une surface en attachant
une molécule biologique.

La couronne polymère permet d’avoir
des solution dispersées de

nano-particules et empêche
l’agrégation.

Pour simplifier intéressons nous à des polymères en bon sol-
vant. Si nous désirons travailler dans l’eau nous pouvons uti-
liser le polyoxyéthylène (POE) ou le polyacrylamide (PAA).
Dans un solvant organique non polaire, nous utiliserons par
exemple le polydilethylsiloxane (PDMS) ou le polystyrène.
On préfère aujourd’hui utiliser des macromolécules inertes
du point de vue de biologique. Les surface recouvertes de
polyethylene glycol (PEG) ou d’oxide polyethymène (PEO)
sont les plus courantes Une chaı̂ne peut être soit adsorbée
par une surface, soit elle peut y être ancrée. L’adsorbtion
est le moyen le plus pratique pour stabiliser les solutions
de colloı̈des. Beaucoup de systèmes colloı̈des sont en effet
constitués de grains qui ont tendance à s’agréger en raison des
forces de Van de Waals. Une couronne polymère permet de
stabiliser le système, car en entourant le grain elle induit une
répulsion effective. L’intérêt pour les systèmes biologiques
s’est maintenant tourné vers les polymères greffés à une inter-
face, car ils permettent de structurer une surface à une échelle
submicronique tout en contrôlant la densité de ligands.
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QUELLE EST ALORS A LA FORME DE LA COURONNE
POLYMÈRE ? Nous disposons d’une ancre qui per-
met de greffer la chaı̂ne par un bout. Celle-ci est en
bon solvant et elle tend à prendre le maximum d’es-
pace. Suivant la densité de greffage, les chaı̂nes sot
indépendantes ou elles sinterpénètrent. Deux cas limites
sont donc envisageables.

(1) Soit la distance entre les greffons est
supérieure à deux fois le rayon de FloryRF =
aN3/5. Les chaı̂nes ne s’interpénètrent pas.
Elles forment des CHAMPIGNONS.

(2) Soit la distance entre les ancres est bien
inférieure au rayon de Flory. Les chaı̂nes sont
alors étirées dans la direction normale à la sur-
face. La couche polymère est une BROSSE.
Le profil de concentration des monomères est
constant en première approximation (il est en
fait parabolique, comme nous le montrerons
plus loin). Le paramètre important est distance
D entre les points d’ancrage, ou, ce qui est
équivalent, la densité de greffage (outre, bien
sûr, l’indice de polymérisation N ).

Champignons

Brosse de polymère

Suivons Alexander et calculons la hauteur L de la brosse. Soit ϕ la concentration de monomères supposée
homogène dans la couche polymère. La concentration de monomères est simple

ϕ =
N

LD2
(180)

Pour calculer l’énergie libre, nous distinguons deux contributions. La première est l’énergie d’interaction
stérique entre les monomères. C’est elle qui est à l’origine de l’étirement des chaı̂nes dans la direction nor-
male à la surface. Si nous nous limitons aux termes d’interaction monomères-monomères, c’est-à-dire aux
termes à deux corps, cette énergie est proportionnelle au carré de la concentration ϕ2 (par unité de volume).
Sommant toute les contributions sur tout le volume LD2, cette contribution a donc la forme

Fcontact =
1

2
kBTB(T )a3ϕ2 × LD2 (181)

car chaque contact a un volume élémentaire a3. Nous avons vu que la brosse est étirée. Il y a donc une pénalité
d’origine élastique, car l’épaisseur L diffère du rayon gaussien R0 = N1/2a. Pour des raisons de dimension,
cette énergie élastique est d’ordre L2/R2

0. L’énergie libre totale est donc

F =
1

2
kBTB(T )LD2ϕ2 + LD2 (182)

Le système minimise F par rapport à la hauteur L à l’équilibre. On trouve donc que la hauteur est proportion-
nelle à l’indice de polymérisation

L ∝ Na
( a
D

)2/3
(183)

Une analyse plus détaillée montrerait que la loi d’échelle de la hauteur de la brosse est en fait indépendante
de la nature du solvant. Pour un bon ou un mauvais solvant, L ∝ N . Mais pour des champignons, la qualité
du solvant importe. Le rayon de Flory n’a de sens que pour des bons solvants. En mauvais solvant, il faudrait
remplacer par R ∝ N1/3.

REMARQUE. LE PROFIL D’UNE BROSSE EST PARABOLIQUE (A.N. SEMENOV). Considérons une brosse
dont la hauteur h est plus grande que le rayon de gyration naturel Rg. Dans ce régime, noous pouvons négliger
les fluctuations. Le potentiel chimique µ(z(s)) d’un monomère, c.-à-d. l’ énergie qu’il faut dépenser pour
rajouter un monomère est proportionnel à la concentration ϕ[z(s)] si nous nous limitons aux interactions à
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deux corps. Ce potentiel simule l’effet des chaı̂nes polymères voisines à notre chaı̂ne ≪ test ≫. Par définition,
z(s) est la distance normale entre la surface et le monomère, s étant l’abcisse curviligne. L’énergie libre d’une
chaı̂ne est la somme d’un terme d’étirement et d’une contribution due à ce potentiel effectif :

F [z(s)] =

∫
ds

[
3

2a2

(
∂z

∂s

)2

+ µ [z(s)]

]
(184)

On justifie en effet le premier terme en supposant que la hauteur de la brosse est plus grande que le rayon gaus-
sien de gyration : le carré de la pente dz/ds pénalise en effet les configurations très étirées où |dz/ds| est grand.
L’énergie libre de l’Eq. (184) n’est bien sûr qu’une approximation. Une théorie plus complète commencerait
par calculer la fonction de partition en intégrant sur toutes les configurations z(s)

Z =

∫
d[z] exp

[
− F

kBT

]
(185)

et si nous cherchons le chemin z(s) qui rend l’énergie libre F [z(s)] extrémale nous faisons l’approximation
que la fonction de partition est dominée par ce chemin typique. Pour trouver l’équation à la quelle obéit ce
chemin typique, nous écrivons l’équation d’Euler :

0 =
δF [z(s)]

δz(s)
=

3

2a2
∂2z

∂s2
+
∂µ

∂z
(186)

qui est l’équation du mouvement d’un mobile de position z(s) se déplaçant dans un profil de potentiel −µ(z)
avec un ≪ temps ≫ s. Le potentiel effectif µ(z) n’est pas quelconque. La chaı̂ne est greffée par un bout au
substrat et cette contrainte impose une forme pour le potentiel. Quelque soit la distance h à laquelle le bout libre
libre de la chaı̂ne se trouve du substrat, la chaı̂ne met le même temps, c-.à-d. le même nombre de monomères,
pour arriver sur le substrat. Cette condition est suffisante pour déterminer la forme fonctionnelle du potentiel
effectif µ(z).

La conformation typique solution de l’équation d’Euler (186) se confondant avec la solution moyenne dont
la dérivée dz/ds au point de départ z0 est nulle, nous pouvons écrire :

3

4a2

(
dz

ds

)2

= µ(z0)− µ(z) (187)

ou

ds =

√
3

2a

dz√
µ(z0)− µ(z)

(188)

Une fois l’intégrale faite sur ds, le changement de variable u = z/z0 dans l’intégrale du deuxième membre
montre que le potentiel

µ(z) ∝ z20 − z2 (189)
est l’unique potentiel qui permet de satisfaire la contrainte d’une nombre N de pas pour arriver en z = 0
quelque soit l’altitude z0. On reconnaı̂t donc bien un profil parabolique.

5. Le modèle du ver

Le modèle de la marche aléatoire permet de calculer réponse caractéristique force-extension pour des
macromolécules suffisamment flexibles. Il suffit que la longueur chimique soit très grande devant la longueur
de persistance et nous pouvons oublier les termes élastiques. Les biopolymères sont en fait beaucoup plus
rigides que les polymères synthétiques artificiels. Pour l’ADN., la longueur de persistance est d’environ 500 Å,
soit environ 150 paires de bases. Une expérience typique utilise des double brins d’environ 10µm, et le rayon
de le pelote entropique est alors environ 2µm. Les mesures de force sondent donc d’autres propriétés que les
les propriétés entropiques et rien d’étonnant à ce que la courbe caractéristique 11 présente une structure qui soit
différente de l’élasticité purement entropique où le comportement serait linéaire. À ce jour, ces mesures sont
tellement précises que les montages expérimentaux sont maintenant calibrés à partir de la micro-manipulation
de l’ADN. L’allure de cette courbe est en fait due à une élasticité de flexion que nous analysons dans le cadre
du modèle du ver. Ce modèle présente le très grand avantage d’être un modèle à un seul paramètre et ses
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FIGURE 6. Représentation des angles d’Euler dans le cas de la toupie

prédictions sont donc clairement confrontées aux résultats expérimentaux. Aucune solution exacte de ce modèle
n’est connue dans e cas général et nous travaillerons dans la limite des faibles déformations.

5.1. Élasticité : flexion et torsion. La périodicité de l’hélice de la molécule d’ADN. est d’environ 35nm,
soit 11 paires de base, et sa section a un rayon de 1nm. Traçons un ligne géométrique de référence passant au
milieu des liaisons ponts hydrogènes. Cette ligne permet de définir un repère GÉOMÉTRIQUE naturel formé de
la tangente t̂, de la normale n̂ et de la binormale b̂. Les liaisons hydrogène dessinent des barreaux qui tournent
autour de cette ligne appelée ligne neutre.

A- L’élasticité est définie à partir des rotations d’un repère attaché à la matière. Il est important de ne
pas confondre repère géométrique et repère ≪ attaché ≫ à la matière. Pour étudier les déformations élastiques,
nous définissons un repère physique et, en, eb, où le vecteur en peut être visualisé en perçant la ≪ molécule
≫ avec une épingle (voir Fig. 7) . Le vecteur et lui est orthogonal et il est tangent à la fibre centrale, ou ligne
neutre. Le troisième vecteur, suivant eb , est orthogonal aux deux autres suivant la formule du produit vectoriel
eb = et ∧ en .

Une déformation élastique est une rotation de ce trièdre ≪ épinglé ≫ à la matière par rapport à un trièdre
de référence ex, ey, ez . Comme toute rotation est définie par un angle et un axe de rotation, les déformations
élastiques sont décrites par trois angles (θ, ϕ, ψ). Il est utile de définir ces rotations dans la représentation
d’Euler de la toupie mécanique comme indiqué en Fig. 6. Ces coordonnées locales varient sur les intervalles

0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π, 0 < ψ < 2π

et au terme de ces trois rotations ex devient et, ey devient en et ez coı̈ncidera avec eb. On retrouve donc les
coordonnées polaires où le vecteur et est défini par

et = sin θ sinϕ ex + sin θ cosϕ ey + cos θ ez

La figure (6) illustre cette définition. Il est intéressant de la comparer à la celle de la figure (10) dans la cas
d’une hélice. L’axe de la toupie correspond à la tangente à la corde qui fait une angle π/2 − θ avec l’axe du
cylindre, alors que les angles ϕ et ψ sont donnés par les poulies qui font un angle S et s.

Illustrons cette formule dans le cas de l’hélice que nous obtenons de la manière suivante : disposons sur un
plan un anneau circulaire aux extrémités duquel nous avons planté deux épingles pour figurer les transversales
(Cf. figure (7)). Dépaçons l’une des épingles dans la direction normale tout en maintenant les deux épingles
parallèles. L’anneau devient une hélice. La tangente fait un angle constant θ avec une direction arbitraire, ce
qui permet d’obtenir le pas de l’hélice en fonction de la longueur L de la corde

tan θ =
h

L
(190)
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(a) (b)

FIGURE 7. Représentation d’un pas d’hélice. La figure de droite représente les variations des
transversales sur l’arc de cercle dessiné par le vecteur tangent lorsqu’on monte d’un pas
d’hélice.

On remarque que la courbure du cercle s’est transformée en torsion. Dans la limite où la corde est rectifiée,
l’hélice devient une droite et l’angle relatif entre les deux épingles vaut 2π.

DEFINITION 5.1. Il est parfois commode de
représenter le chemin parcouru par le vec-
teur tangent et sur la sphère unité à partir de
sa représentation en coordonnées angulaires.
C’est ce que l’on appelle l’HODOGRAPHE
ou l’INDICATRICE SPHÉRIQUE.

EXERCICE 5.1. Vérifier que l ’indica-
trice sphérique d’une hélice d’angle θ est
un cercle dont l’angle fait avec le plan
équatorial un angle θ.

Indicatrice sphérique
Les trois vitesses de rotation autour des trois axes définissent l’énergie élastique. Suivons Landau et définissons

la vitesse rotation instantanée du trièdre physique dans le repère local :

Ω = ω1en + ω2eb + ω3et (191)

avec
Ω = θ̇ en + (ϕ̇ sin θ) eb + (ψ̇ + ϕ̇ cos θ) et (192)

Nous pourrons définir ainsi :
— La flexion est définie à partir du rayon du courbure 1/R2 =

√
ω2
1 + ω2

2 (Cf. plus loin) ;
— La torsion physique est définie à partir de la rotation autour de la tangente ω3 ;
— Enfin, la géométrie est PLANAIRE si le la rotation instantanée ω2 est nulle.

B - La flexion

Pour des déformations ayant lieu sur des échelles suffisamment grandes, le coût en énergie ne peut dépendre
que de la courbure de la ligne neutre (l’élasticité interne de la corde est en fait ≪ cachée ≫ dans le coût
énergétique dû à la flexion). La forme de référence naturelle, celle pour laquelle l’énergie est nulle, est une
droite qui a un rayon de courbure infini. Il est donc naturel de développer cette énergie en puissance de 1/R(s),
où R(s) est le rayon de courbure local au point d’abcisse curviligne s.

La symétrie impose que la première puissance de 1/R(s) qui est non nulle dans ce développment. Le signe
de la courbure étant inversé par un changement d’orientation de ligne neutre et cette orientation étant arbitraire,
le premier terme non nul du développement ne peut être que 1/R(s)2 pour que l’énergie respecte la symétrie
géométrique. Nous définissons donc l’énergie de flexion à partir du développement limité où les termes en
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θ
R

(a)

FIGURE 8. On définit le rayon de courbure comme celui du cercle tangent à la courbe. On
vérifie facilement que pour un cercle l’angle θ varie de façon linéaire en fonction de l’abcisse
curviligne. Le cercle étant tangent à la courbe, la courbure est bien calculée par l’équation
(195) en géométrie plane.

1/R3(s) et d’ordre supérieur sont ignorés.

Eflexion =
1

2
B

∫ L

0
ds

(
1

R(s)

)2

(193)

B est la contante élastique de flexion caractéristique de la molécule. Une fois l’énergie exprimée en unité de
kBT, cette échelle d’énergie définit une longueur CARACTÉRISTIQUE de PERSISTANCE par (la définition de
persistance sera mieux définie par la suite)

B

kBT
= ξ (194)

que nous utiliserons dans le calcul des corrélations des tangentes.
Pour calculer la flexion, plaçons nous en géométrie planaire et considérons un arc de cercle de rayon R.

L’angle θ(s) que fait la tangente avec une direction arbitraire a une variation constante lorsqu’on se dépace le
long de l’arc. Nous avons donc pour un géométrie arbitraire et pas nécessairement circulaire

ω1 =
1

R
=
dθ

ds
(195)

CONSÉQUENCE. Les arguments d’échelle sont utiles dans de nombreux contextes. Dans notre cas, l’énergie
qu’il faut dépenser pour courber un arc de longueur L = θR avec un rayon de courbure R est donc

1

2
B
θ2

L

Il est donc plus intéressant du point de vue énergétique de courber sur une longue distance plutôt que de plier
la molécule sur une plage très courte. Cette propriété est fondamentale pour les enzymes qui travaillent sur
l’ADN. lorsqu’il est compacté dans le noyau.

C - La Torsion Reste la torsion physique qu’il ne faut pas confondre avec la torsion géométrique.
Nous définissons la torsion physique à partir d’une repère attaché à la matière. Dans le joint torique de la

Fig. 9, nous figurons les tansversales à l’aide d’épingles plantées de façon équidistante. La rotation des épingles
donne la torsion physique. Le joint de cette figure est dans un état métastable, car il peut être faiblement
déformé tout en revenant à l’état ≪ chaise ≫. Par contre, lorsque la déformation est plus importante, il redevient
naturellement circulaire. Dans cet état métastable, la torsion physique varie de 0 à 2π puis de 2π à 0 lorsque
nous suivons la ligne neutre en faisant le tour. La torsion géométrique est très faible et elle peut même être
ramenée strictement à 0 en contraignant le joint à être dans un plan. La torsion géométrique ne se ramène donc
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FIGURE 9. Le clous plantés dans ce joint torique permettent de visualiser la rotation de la
matière autour de la ligne neutre. Ce joint peut être rendu plan sans que cet état métastable
disparaisse. Une courbe plane n’ayant pas de torsion gémométrique, la notion de torsion
géométrique est donc différente de celle de la torsion physique (bien que la torsion géométrique
définisse un cadre mathématique permettant de faire les calculs.

pas à la torsion physique. Celle-ci est bien définie à partir de la vitesse de rotation ω3 = dφ/ds du trièdre
physique autour de la tangente et.

Comme ω3 change de signe en changeant l’orientation de l’axe s → −s, nous définirons l’énergie de
torsion comme le carré de la vitesse de rotation instantanée autour de la tangent. Cette définition respecte les
symétries du problème et l’énergie de torsion totale s’obtient en intégrant sur toute la corde :

Etorsion =
1

2
C

∫ L

0
ds

(
dψ

ds

)2

(196)

À nouveau, la dimension de la constante élastique C est une longueur. Dans le cas d’une molécule d’ADN.,
C ≈ 75nm environ.

C - Le nombre d’entrelacement Lk
Considérons le cas d’une corde rectifiée, c’est-dire d’une ligne droite avec θ = π/2, que nous tenons par

les deux bouts. L’intégrale ∫
dsω3 =

∫
ds [ψ̇ + ϕ̇ cos θ︸︷︷︸

=0

] = ψ(s = L)− ψ(s = 0) (197)

compte l’angle relatif de rotation des extrémités par rapport à la fibre neutre lorsque nous appliquons un couple
de torsion à l’une des extrémités. Cette propriété n’est vraie que si la corde est rectifiée, car ω3 compte les tours
autour d’un axe qui est lui-même en rotation si la forme si la forme n’est pas rectiligne. C’est ce qui arrive,
par exemple, dans le cas de l’hélice, où la torsion peut être annulée en sur-enroulant l’hélice autour de son axe,
c’est-à-dire en faisant tourner les angles s and S en sens contraire. Le procédé était déjà connu au 16esiècle dans
la fabrication des cordages afin de les rendre plus résistants aux efforts de traction. Elle est illustrée en figure
(10) tirée du livre de Bouasse. Calculons la hauteur h avec laquelle nous nous élevons lorsque nous parcourons
la molécule d’une distance L.

h = L sin(θ) (198)
L’angle dont nous avons tourné autour de l’axe de l’hélice est donc∫

ds ϕ̇ (199)

On retrouve bien que l’intégrale vaut 2π lorsque la hauteur h est le pas de l’hélice.
Rectifions maintenant la corde en appliquant une force aux deux extrémités tout en maintenant l’angle

relatif entre les deux extrémités fixés. L’angle θ varie alors de 0 à π/2.
Nous allons démontrer la proposition suivante
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FIGURE 10. Illustration d’une machine permettant d’enrouler une corde autour du cylindre
C. Les axes A et I correspondent aux axes de rotations entrainés respectivement par S et s.
Lorsque la bobine B est dévidée de son fil, B tourne autour de I et de A. Dans les notations des
angles d’Euler, l’angle s correspond à une rotation de ψ, alors que l’angle S donne ϕ. Lorsque
S et s tournent en sens opposé, on peut annuler la torsion.

PROPRIÉTÉ 5.1. La quantité

Lk
def
=

1

2π

∫
dsL0

(
ψ̇ + ϕ̇

)
(200)

est conservée lorsque nous varions le pas de l’hélice tout en maintenant fixe la direction des tangentes aux deux
extrémités.

Enroulons la corde suivant le schéma de la Fig. 10. Lorsque la poulie S a tourné d’un angle 2π et que nous
avons enroulé un pas d’hélice, la poulie s a, quant à elle, tourné d’un angle −2π. La somme est donc nulle
quelque soit le pas de l’hélice.

On remarque donc que Lk est une quantité différente de la torsion définie à partir de la composante ω3 de
la vitesse.

Tw
def
=

1

2π

∫
dsL0

[
ϕ̇ cos θ + ψ̇

]
(201)

DEFINITION 5.2. La quantité Lk définie par l’équation (200) est le nombre d ’entrelacement ou ≪ linking
number ≫ . Elle permet de calculer la variation relative d’angle par rapport à un axe ≪ fixe ≫. La formule∫
dsω3 compte, quant à elle, cette variation par rapport à un repère tournant, puisque la direction de la tangente

n’est pas immobile lorsqu’on parcourt la molécule. Dans la pratique, Lk est fixé par un couple extérieur imposé
par les conditions expérimentales. Cette propriété est générale et elle ne dépend pas de la forme particulière de
la courbe, car l’hélice n’est en générale qu’une ≪ bonne ≫ approche variationnelle. Les théorèmes de Füller,
White et Calugareanu montrent que la propriété est générale à condition que les tangentes aux deux bouts soient
fixées.

En mathématiques, on exprime cette loi de conservation par la formule due à J. H. White

Lk = Tw +Wr (202)

où Wr est ce qu’on appelle le vrillage.
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REMARQUE. Le nombre d’entrelacement n’est
généralement défini pour des courbes fermées. Une
molécule circulaire comme un PLASMIDE d’ADN
est un exemple de courbe fermée. Dans tout ce qui
suit, nous supposerons que l’hélice est refermée sur
elle-même par une courbe imaginaire plane (Cf. Fig.
5.1). Sous cette condition, on démontre[?] que le
nombre d’entrelacement Lk est un nécessairement un
entier. Dans le cas de l’hélice (Cf. Fig. 5.1), Lk, Tw et
Wr s’expriment simplement en fonction du nombre de
tours n autour de l’axe.

Lk = n (203)
Tw = n sin θ (204)

Wr = n (1− sin θ) (205)

REMARQUE. Le nombre d’entrelacement Lk n’est pas
additif. En règle générale, le nombre d’entrelacement
d’une courbe fermée n’est pas la somme des nombres
d’entrelacement des segments qui la compose.

L’hélice est
fermée par une courbe plane. Les tangentes aux deux

extrémités sont fixes.
L’ADN naturel est une double hélice où les nucléotides complémentaires s’enroulent autour d’un axe unique.

Cet axe et un champ de vecteurs simulant les paires de base définissent le ruban qui sert de modèle pour étudier
l’élasticité de l’ADN à des échelles suffisamment grandes pour pouvoir ignorer la structure de la molécule.
La molécule peut s’enrouler à son tour et former elle aussi une hélice d’ordre supérieur comme la corde que
nous avons enroulée autour du cylindre de la Fig. 10. On dit alors qu’elle est surenroulée. La topologie d’une
molécule d’ADN peut être décrite à l’aide des trois paramètres Lk, Tw et Wr.

(1) Le nombre d’ENTRELACEMENTS, ou ≪ linking number ≫ en anglais. Les spécialistes préfèrent généralement
utiliser une autre unité pour mesurer les propriétés topologiques de l’ADN. On définit

σ
def
=

∆Lktotal
Lk0

(206)

où Lk0 est la vrille naturelle de la molécule d’ADN dans son état relaxé (L’ADN est une hélice droite
de pas égal à 3.4 nm).

(2) Le TORTILLEMENT Tw , ou ≪ twist ≫ en anglais, est une propriété reliée à l’angle que font deux
échelons consécutifs de paires de base. Ce n’est pas une propriété topologique.

(3) Le VRILLAGE Wr, ou ≪ writhe ≫ en anglais, apparaı̂t lorsque la molécule n’est pas plate.

REMARQUE. Utilisant les définitions des angles d’Euler, nous pouvons écrire l’énergie en trois dimensions
(B. Fain et al.). La contrainte imposée de l’extérieur est le nombre d’entrelacement Lk. Le système minimise
donc l’énergie totale à Lk fixe et nous introduisons un multiplicateur de Lagrange p pour tenir compte de cette
contrainte

H =

∫ L

0
ds

[
B

2

(
ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2

)
+
C

2

(
ϕ̇ cos θ + ψ̇

)2
− F cos θ − p

(
ψ̇ + ϕ̇

)]
(207)

Le premier terme dans cette équation est le terme élastique (flexion et torsion). On reconnaı̂t les compo-
santes du vecteur vitesse instantanée Ω (Cf. Eq. (192))

La condition d’extremum sur ϕ et ψ donne deux des trois équations d’Euler

ϕ̇ =
p (1− cos θ)

B sin2 θ

ψ̇ =
p

C
− p (1− cos θ) cos θ

B sin2 θ

(208)
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La condition p = 0 (c.-à-d. pas de contrainte sur nombre d’entrelacement) redonne donc bien ϕ̇ = 0 (pas de
torsion) et ψ = constante, soit une géométrie plane que nous utiliserons par la suite.

REMARQUE. Dans l’approximation des faibles déformations, le terme de flexion se limite à :

ϕ̇2 + θ̇2 + ordre supérieur (ϕ̇θ2 par exemple) (209)

et il n’y a plus de couplage entre les variations de ϕ et de θ. Cette approximation sera utilisée par la suite lorsque
nous étudierons les fluctuations thermiques. À l’ordre quadratique, le fluctuations suivant la normale et celle
suivant la bi-normale sont découplées.

REMARQUE. COURBURE ET TORSION INTRASÈQUE : certains matériaux peuvent avoir une courbure
spontanée ou naturelle. C’est la cas, par exemple, du joint torique de la Fig. 9 qui a été moulé pour avoir une
forme circulaire : si on coupe le joint, celui-ci garde sa forme et le cercle est l’état naturel où la courbure est
relaxée. On traduit cette propriété en introduisant un rayon de courbure intrinsèque ou spontanée avec une
énergie de courbure modifiée pour que le ≪ zéro d’énergie ≫ corresponde à la forme circulaire

Eflexion =
1

2
B

∫
ds

(
1

R(s)
− 1

R0

)2

(210)

où R0 est le rayon de l’état naturel.
On définira de même une torsion spontanée à partir de la formule appropriée.
Le joint torique utilisé en Fig. 9 a une courbure naturelle et cela permet d’expliquer pourquoi l’état représenté

par cette figure est MÉTASTABLE, c.-à-d. qu’il faut le détordre suffisamment pour qu’il retrouve sa forme cir-
culaire (T. Charitat). On constate en effet que les clous situés au deux extrémités font un angle relatifs de 2π.
La torsion localisée sur les deux bras entre les parties circulaires fait tourner le trièdre attaché à la matière de
+2π sur un bras et de −2π sur l’autre de telle sorte que l’on revient à l’état initial lorsque l’on fait un tour
complet sur le joint. La différence de 2π entre les deux bouts circulaires nous assure que ceux-ci sont courbés
dans le sens naturels. La torsion est principalement localisé sur les bras qui sont a peu près rectilignes. L’état
métastable existe, car pour retrouver la configuration naturelle il faut ≪ décourber ≫ les deux bouts circulaires
et, parce qu’ils sont chacun courbés dans le bon sens, cela coûte une énergie. Cette énergie est à l’origine de la
barrière de potentiel qu’il faut franchir pour retourner à l’état complètement relaxé.

5.2. Formes d’équilibre : comment faire des noeuds? Le problème des formes d’équilibre d’une corde
est un problème difficile du point de vue mathématique. Son intérêt relève néanmoins de l’expérience courante
comme le montre l’exemple suivant. Lovons un corde autour de notre avant-bras, puis disposons la corde sur
le sol en commençant par le bout que nous avions pris en premier. En inversant l’enroulement de la corde et
son déroulement, nous inversons les deux opérations, de telle sorte que l’extrémité enroulée en premier soit la
dernière à être déroulée. Nous constatons que la ligne tracée par la corde déroulée sur le sol reste planaire, mais
que la corde dessine des arcs de courbure. La forme d’équilibre d’une corde n’est donc pas nécessairement
droite. En fait, en déroulant la corde dans le sens inverse du sens avec lequel nous avions l’avions rangée, nous
avons inversé un signe. Ce signe est le signe de la torsion que l’on imprime à une ligne physique en l’enroulant
suivant une hélice : enrouler un tuyau d’arrosage autour d’un cylindre s’accompagne toujours d’une rotation
de l’extrémité qui est enroulée en dernier ! En déroulant la corde, nous avons en quelque sorte transféré de la
torsion en flexion, ce qui est explique pourquoi sa forme finale est en ≪ S ≫, voire avec des boucles. Le même
problème se pose au niveau moléculaire. Pouvoir faire des boucles est intéressant, car cela permet de mettre en
contact deux segments de la molécule.

A - Calcul des forces : le problème variationnel. Nous considérons la géométrie d’une molécule attachée
à une surface par une liaison chimique. Dans les expériences, cette liaison assure que la liaison n’a pas de
degré de liberté de rotation et nous ignorons la torsion dans ce qui suit. Le travail de la force F appliquée par
l’intermédiaire de la bille est F ·R, où R est la distance bout à bout. Mais

R =

∫ L

0
ds
dR

ds
(211)
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D’où

F ·R = F

∫ L

0
ds cos θ(s)

[(
dx

ds

)2

+

(
dy

ds

)2
]

︸ ︷︷ ︸
=1

1/2

, (212)

θ(s) étant l’angle entre la tangente t̂ et la direction de la force F au point d’abscisse s, la tangente étant
normalisée. En coordonnées polaires, nous avons 0 ≤ θ ≤ π. La torsion étant ignorée, la forme d’équilibre
minimise le potentiel

W [θ(s)] =
1

2
B

∫ L

0
ds

(
dθ(s)

ds

)2

− F

∫ L

0
ds cos θ(s) (213)

et le problème revient à trouver la forme d’équilibre revient à trouver la fonction θ(s), fonction de l’abcisse
curviligne s, qui minimise (213).

À l’équilibre la force de rappel équilibre la force extérieure. La variation du potentiel pour un déplacement
virtuel est donc nulle. Dans ce problème, nous définissons la variation deW [θ] à partir du développement limité
deW [θ(s)+ ϵh(s)], où h(s) est une fonction arbitraire et 0 < ϵ≪ 1. Elle symbolise le déplacement virtuel qui
nous permet de calculer la force de rappel. Le déplacement doit respecter les contraintes physiques imposées de
l’extérieur. Il doit être admissible, car le système physique ne peut pas ≪ jouer ≫ avec les contraintes. Celles-ci
sont fixées par les dispositif expérimental.

La discussion qui suit est plus simple si nous choisissons des conditions aux limites qui sont symétriques.
L’angle de la tangente en s sera donc égal à θ(s = L) à 2π près. Le moment de flexion est supposé nul aux deux
extrémités. On a donc θ̇(s = 0, L) = 0. Un ≪ déplacement ≫ est donc une fonction admissible h(s) arbitraire
telle que h′(s = 0) = h′(s = L) = 0 pour que la dérivée des angles ne puissent varier aux deux extrémités.

Varions l’énergie libre totale autour de la position de référence θ(s).

W [θ + ϵh] =
B

2

∫ L

0
ds

[
dθ

ds
+ ϵ

dh

ds

]2
− F

∫ L

0
ds cos (θ(s) + ϵh(s))

≃W [θ] +

[
dθ

ds
h(s)

]L
0

ϵ

∫ L

0
ds

[
−Bd

2θ(s)

ds2
+ F sin θ(s)

]
h(s) +O

(
ϵ2
)

(214)

où nous avons fait une intégration par parties : les termes de frontières disparaissent en raison des conditions
aux limites en s = 0, L. La force locale est obtenue comme la dérivée du potentiel et, à l’équilibre, l’ordre
linéaire est nul quelque soit la variation h. L’intégrant est donc nul et nous trouvons que l’équation de la corde
est en fait l’équation du pendule pesant

d2θ

ds2
= +

F

B
sin θ (215)

où l’angle θ est repéré par rapport à la position d’équilibre instable comme on le voit en faisant le changement
de variable u = π − θ.

GÉNÉRALISATION : Par la suite, nous appellerons problème variationnel le problème qui consiste à trouver
la fonctions θ(s) qui rend extrémale l’intégrale (on dit FONCTIONNELLE)

W [θ] =

∫
dsL

[
θ, θ̇
]

(216)

où L est une fonction arbitraire. Le raisonnement ci-dessus montre que la solution de ce problème avec les
conditions aux limites appropriées est solution des équation d’Euler de la mécanique

∂L
∂θ

− d

ds

[
∂L
∂θ̇

]
= 0 (217)

B - Solution de problème variationnel : les formes d’équilibre
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Le système mécanique étant isolé, l’énergie du pendule est conservée au cours du mouvement. Dans notre
cas, nous retrouvons cette loi de conservation en multipliant les deux membres de l’Eq. (215) par θ̇ et en
intégrant. D’où

1

2
d
[
θ̇2
]
=
F

B
θ̇ sin θ (218)

soit,
1

2
θ̇2 +

F

B
cos θ(s) = E0 (219)

où E0 est une constante caractéristique de la forme d’équilibre, c’est-à-dire ≪ l’énergie ≫ du pendule. Suivant
la valeur de E0, le pendule a deux types de mouvement où la frontière est une séparatrice avec un mouvement
≪ spécial ≫, car le pendule quitte la position d’équilibre instable pour y retourner sans jamais l’atteindre. C’est
ce que nous allons retrouver ici.

Utilisons l’Eq. (219) et utilisons la variable ≪ position ≫ z(t) = sin(θ/2) du pendule. Comme(
dz

ds

)2

=
1

4
cos2

θ

2

(
dθ

dt

)2

(220)

nous avons (
dz

ds

)2

=
F

B

(
1− z2

) (
k2 − z2

)
(221)

où

k2 =
1

2

(
1 +

BE0

F

)
> 0 (222)

Par conséquent

k > 1 ssi F/BE0 < 1 (223)

k < 1 ssi F/BE0 > 1 (224)

La solution z(s) vérifiant les ≪ conditions initiales ≫ z(0) = 0, z′(0) > 0 (arbitraire) est donc la fonction
réciproque de la fonction s(z) définie par

F

B
s =

∫ z

0

du√
(1− u2) (k2 − u2)

=

∫ z/k

0

du√
(1− u2) (1− k2u2)

(225)

ce qui permet de caractériser les solution à parir des points tournants u = k ou u = 1/k en fonction du besoin.
Suivant la valeur de l’≪ énergie ≫ E0, nous avons k < 1 ou k > 1. Cette condition fixe en fait la condition
d’existence d’un point d’inflexion. En effet, l’inverse du rayon de courbure

1

R
=
dθ

ds
= ±

√
2

B

(
E0B

F
− cos θ

)
(226)

ne peut s’annuler en changeant de signe que si k < 1. Cette condition d’existence d’un point d’inflexion permet
donc de distinguer deux cas de figure (Cf. aussi Fig. 5.2)

— k > 1 : la corde fait des boucles ;
— k < 1 : la corde fait des huit qui se transforment en petites ondulations au fur et à mesure que l’on

augmente la force.
Tout est donc dans la valeur du rapport E0B/F qui donne le rayon de courbure de la bille à laquelle la corde
est accrochée (Cf. Eq. (226)). La limite k ≫ 1 est obtenue dans la limite des forces faibles, toutes choses étant
égales par ailleurs. Les logiciels de calcul permettent de déterminer les coordonnées x(s) et y(s).

dx

ds
= − cos θ(s) ;

dy

ds
= sin θ(s) (227)
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C’est ce qui a été fait en figure (5.2) en utilisant les fonctions elliptiques définies à partir des intégrales (225). 2
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Formes de la corde pour différentes valeurs décroissantes de k ou , de façon équivalente, pour des valeur
croissantes de la force F . Lorsque k = 1+, la corde ne fait qu’une seule boucle et la corde est asymptotiquement
parallèle à l’axe des x lorsque x est grand.

2. On peut vérifier que toutes les solutions θ(s) s’obtiennent à partir de la fonction amplitude de Jacobi

2am

(√
kF

B
x, 1/k

)

.
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APPLICATION :
De nombreuses protéines interagissent en se liant avec
l’ADN. Elles forment alors des point anguleux appelés
≪ kink ≫ en anglais. La figure ci-contre illustre la situa-
tion et nos désirons calculer le coût en énergie de cette
conformation. Notons θ l’angle entre la tangente et la
force. Le système minimise l’énergie totale qui com-
prend le travail de la force extérieur et le coût dû à la
flexion.

E =
1

2
B

∫ L/2

−L/2
ds

(
dθ

ds

)2

−
∫
dsF cos θ(s) (228)

Les conditions aux frontières sont données par l’angle
imposé par l’histone (θ = α pour s = 0 et θ(s =
∞) = 0). La profil de l’angle θ(s) est donc solution
de l’équation d’Euler

B
d2θ

ds2
= F sin θ ≃ Fθ (229)

et nous trouvons que profil fait intervenir une longueur
caractéristique λ def

=
√
B/F avec

θ(s) = α exp (±|s|/λ) (230)

Un force de 1 pN donne une longueur d’échappement
λ de l’ordre de 7nm. On obtient le coût en énergie en
intégrant la flexion sur la longueur de l’arc. On trouve

∆E = 2α2
√
BF (231)

Si ce coût excède l’énergie d’interaction entre la
protéine et le brin d’ADN, l’interaction entre la protéine
et l’ADN sera défavorable. La protéine sera détachera
donc si la force est suffisamment grande.

θ

x

Un complexe ADN+ protéine lorsqu’une
tension est appliquée par l’intermédiaire de
la force F .

C - Le plectonème
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Il n’existe pas de solution analytique
complète du problème en trois dimensions.
On trouve dans [?] la généralisation de cette
étude avec des résultats similaires où la
vrille est non nulle. En règle générale, les
formes sont ≪ dépliées ≫ dans la dimen-
sion perpendiculaire au plan : par exemple,
(a) devient une hélice et (c) ondule en trois
dimensions. Les simulations numériques in-
diquent néanmoins que les états précédents
où le nombre d’entrelacement est uni-
formément distribué le long de la corde
sont généralement des états MÉTASTABLES
pour un nombre d’entrelacement supérieur
à une valeur critique. Le système évacue
tout le stress du à la torsion en formant des
bulles où le fil s’enroule en boucle sur lui-
même. C’est ce que l’on appelle des PLEC-
TONÈMES et la transition peut-être facile-
ment observée avec un fil que l’on tord à une
de ses extrémités. La figure ci-contre est le
résultat d’une simulation numérique en trois
dimensions et elle montre un plectonème ob-
tenu pour un nombre d’entrelacement suffi-
samment important.

REMARQUE. Pour un fil homogène, la tor-
sion et son vecteur vitesse ω3 sont uni-
formément distribuées le long de la corde.
Lorsqu’il y a une courbure naturelle inho-
mogène ou spontanée (Cf. Eq. (210)), la tor-
sion ω3 n’est pas uniformément distribuée et
le code de couleur de cette figure indique
que celle-ci est préférentiellement localisée
sur les zones possédant une courbure natu-
relle.

Simulation numérique du mininum d’énergie pour un
plectonème obtenu par enroulement de la bille.

6. Fluctuations thermiques

6.1. Ensemble statistique des fluctuations. Sous l’effet de l’agitation thermique, la forme de la macro-
molécule change, ce qui se traduit par des fluctuations spontanées de l’angle de la tangente θ(s) → θ(s)+δθ(s).
Toute fluctuation de forme a un coût en énergieE[θ+δθ] et la probabilité d’observer cette fluctuation est donnée
par la probabilité de Bolzmann

P[δθ] ∝ exp

[
−E[δθ]

kBT

]
(232)

Les fluctuations d’énergie supérieure à 30kBT ne peuvent donc pas être observées à l’échelle de temps des
expériences, car elles ont une probabilité négligeable en raison de l’exponentielle. La fluctuation δθ(s) est une
fonction de la coordonnée curviligne et l’ensemble statistique des fluctuations n’est autre que l’ensemble des
fonctions δθ(s) avec le poids statistique (232). Dans ce qui suit, nous nous placerons d’abord en dimension 2,
la chaı̂ne étant contrainte à fluctuer dans un plan. Nous verrons à la fin comment les fluctuations transverses ne
changent le résultat par un simple facteur numérique.
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FIGURE 11. Caractéristique extension-force par micromanipulation mécanique de l’ADN. La
divergence apparente au voisinage de l’extension maximale est ajustée au résultat de l’équation
(245) [?].

Pour poursuivre, il sera utile de développer en série de Fourier. Exigeons δθ(s+ L) = δθ(s). Nous avons

δθ(s) =
∑
q

eiqsδθ̃q

δθ̃q =
1

L

∫ L

0
ds δθ(s)e−iqs

(233)

avec q = 2nπ/L, n = 0,±1, ±2, · · · , car δθ est périodique de période L.
Les coefficients de Fourier δθ̃q sont des nombres complexes qui définissent de façon biunivoque la fluc-

tuation. Au lieu de définir les fluctuations en fonction de la fonction δθ(s), il sera préférable de la définir
directement à partir des coeffiecients de Fourier δθ̃q. Comme δθ(s) est une fonction réelle, nous avons

δθ̃q = δθ̃∗−q (234)

L’ensemble des variables indépendantes, c.-à-d. celles qui fluctuent indépendamment les unes des autres, est
donc constitué de l’ensemble des δθ̃q avec q ≥ 0.

En conclusion, la probabilité d’observer une fluctuation d’angle P[δθ] n’est qu’une notation abrégée pour

P[δθ] = P[δθ̃q=0, δθ̃q=1, δθ̃q=2, · · · ] (235)

Dans la limite des forces suffisamment grandes, les fluctuations sont asymptotiquement faibles. Pour δθ ≪
1, on a cos δθ ≃ 1− 1

2δθ
2 + · · · et

P[δθ] ∝ exp

[
− B

2kBT

∫ L

0
ds

(
dδθ

ds

)2

− F

2kBT

∫ L

0
ds (δθ)2

]
(236)

Comme ∫ L

0
ds (δθ)2 =

∑
q,q′

δθ̃qδθ̃q′

∫ L

0
ds eiqs+iq′s︸ ︷︷ ︸
Lδq+q′,0

(237)

soit
= L

∑
q

|δθ̃q|2 (238)
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nous avons

P[δθ] ∝ exp

− L

kBT

∑
q 0

(
Bq2 + F

)
|δθ̃q|2

 (239)

ce qui signifie que chaque mode δθ̃q fluctue indépendamment des autres. La somme sur les vecteurs d’onde q
dans l’équation (239) omet de compter le mode q = 0, car il s’agit d’une rotation uniforme qui ne change pas
l’énergie.

Les fluctuations sont donc gaussiennes et nous pouvons poser

P[δθ̃q] ∝ exp

[
− L

kBT

(
Bq2 + F

)
|δθ̃q|2

]
(240)

La
densité de probabilité d’une fluctuation de coefficient
de Fourier δθ̃q est une loi gaussienne. La largeur de la
distribution dépend du vecteur d’onde q et elle croı̂t
au fur et à mesure que l’on rapproche de la limite des
grandes longueurs d’onde q → 0.

Comme attendu, les fluctuations sont un com-
promis entre l’énergie thermique kBTet l’énergie
élastique, car la largeur de la gaussienne à mi-
hauteur dépend du rapport des deux. En particu-
lier, on peut calculer l’écart quadratique

< δθ̃qδθ̃q′ > =<
[
Re[δθ̃q]

]2
+
[
Im[δθ̃q]

]2
> δq+q′,0

=
kBT

L (Bq2 + F )
δq+q′,0

(241)
On retrouve bien que la force, car elle intervient
au dénominateur, lisse les fluctuations thermiques.
Cette formule ne peut être valable que dans la li-
mite des forces suffisamment fortes pour que les
fluctuations de δθ soient faibles. Dans ce régime
des forces faibles, il faudra retrouver que l’exten-
sion est bien proportionnelle à la force.

6.2. Courbe caractéristique extension-force du modèle du ver. Nous pouvons maintenant calculer la
moyenne de l’extension en fonction de la force. La distance entre le point d’application de la force et le plan de
référence donne l’élongation. Nous la calculons à partir de la moyenne du cosinus < cosθ > que l’on exprime
en fonction des modes propres δθ̃q.∫ L

0
ds < cos θ >≃L− 1

2

∫ L

0
ds < (δθ)2 >

=L

1−
∑
q>0

< |δθ̃q|2 >


=L− LkBT

2πF

(
F

B

)1/2 ∫ ∞

0

du

u2 + 1︸ ︷︷ ︸
=π/2

(242)

Comme prévu, la distance de la bille par rapport au plan de référence approche L dans la limite des forces
suffisamment grande, mais le développement n’est pas en 1/F comme on aurait pu s’y attendre, mais en
1/F 1/2

1− d

L
≈ kBT

4 (BF )1/2
+ · · · (243)

Nous venons d’établir ce résultat en ignorant les fluctuations transverses au plan de la figure. En chaque point
le vecteur tangent est en fait un vecteur à trois composantes qui se décompose comme tz + t⊥, où t⊥ est
perpendiculaire à l’axe z de la force. Comme t⊥ = txux + tyuy, les composantes tx et ty jouent des rôles
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symétriques et leur fluctuations doivent être identiques. Le calcul n’a pris en compte que les fluctuations suivant
ux et nous rajoutons celle suivant uy avec

< t2x >=< t2y > (244)

Il suffit donc de multiplier par 2 l’amplitude des fluctuations < (δθ)2 > pour avoir le résultat en 3 dimensions.
L’équation (243) devient alors

1− d

L
≈ kBT

2 (BF )1/2
+ · · · ou F =

(kBT)
2

4B (1− d/L)2
+ · · · (245)

qui diverge lorsque l’extension relative d approche l’extension maximale. Le modèle prédit donc une compor-
tement foncièrement non-linéaire de la caractéristique extension-force du modèle de ver. Les termes correctifs
sont nécessaires si la courbe expérimentale doit être ajustée comme en Fig. 11 et ils ont été calculés dans [?].
La formule précédente prédit donc un coude très prononcé que l’on retrouve au voisinage de 15µm. Dans la
limite des grandes forces, la courbe ne ne peut diverger à l’infini. Dans les expériences, les forces suffisamment
importantes dont l’ordre de grandeur est d’environ 65 pN cassent les liaisons hydrogènes entre les paires de
base et induisent une transformation structurale, les nucléotides étant orientés vers l’extérieur de l’hélice[?, ?].

EXERCICE 6.1. La référence [?] propose une formule d’interpolation permettant de corriger l’expression
précédente dans la limite des forces faibles. Trouver cette correction en vous limitant aux termes linéaires.

Dans la limite des forces faibles, c.à.-d. des d/L≪ 1, l’extension doit être proportionnelle à la force et nous
devons retrouver le cas du ressort entropique. En faisant d = 0 dans l’Eq. (245), on trouve les deux premiers
termes.

F =
(kBT)

2

4B (1− d/L)2
− (kBT)

2

4B
+

2kBTd

La
(246)

Le facteur 2 par rapport à un ressort entropique usuel dont la longueur de Kuhn est a vient de la définition du
modèle du vers. En effet, pour F = 0

< R2 > =
∑

a2 < cos2 θ > (247)

=
Na2

2
[< 1− cos 2θ >] (248)

= L× a2

2
(249)

alors que le résultat est La pour une chaı̂ne gaussienne usuelle dont la longueur est L = Na.

6.3. Fonction de corrélation. La distribution de probabilité thermique des modes propres permet de cal-
culer les corrélations le long de la chaı̂ne. Donnons-nous un point arbitraire où nous fixons l’origine des abs-
cisses curvilignes. Soit t̂(0) la tangente en ce point. Quelle est alors la longueur caractéristique sur laquelle les
fluctuations de la tangente t̂(0) vont-elles influencer la forme de la corde? Dans le modèle du ver, cette longueur
dépend du coefficient de flexion. Elle résultera du compromis entre l’élasticité de courbure et les fluctuations
thermiques.

Introduisons la fonction de corrélation des tangentes en moyennant le produit scalaire des tangentes prises
à deux points différents. La moyenne est évidemment thermique

g(s)
def
=< t̂(0) · t̂(s) > (250)

Lorsque la distance relative s tend vers l’infini, l’orientation relative des tangentes ne peut être corrélée. La
valeur moyenne du produit est alors égale au produit des valeurs moyennes. Comme

< t̂ >= 0 (251)

g(s) est identiquement nul. Atteint-on rapidement le régime asymptotique? Pour le savoir, développons

g(s) =< cos (θ(s)− θ(0)) >≈ 1− 1

2
< (θ(s)− θ(0))2 > + · · · (252)
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où s > 0 pour simplifier les notations (dans la cas contraire, il suffit de prendre la valeur absolue). Développons
maintenant en série de Fourier

θ(s)− θ(0) =
∑
q

δθ̃q
(
eiqs − 1

)
(253)

ce qui permet d’évaluer la valeur moyenne

1− 1

2
< (θ(s)− θ(0))2 > = 1− 1

2

∑
q,q′

< δθ̃q θ̃q′ >︸ ︷︷ ︸
∝ δq+q′,0

(
eiqs − 1

) (
eiq′s − 1

)
= 1−

∑
q

< |δθ̃q|2 > (1− cos qs)

= 1−
∑
q

kBT

BLq2
(1− cos qs)

= 1− kBT

πB

∫ ∞

0

dq

q2
(1− cos qs)

= 1− kBTs

πB

∫ ∞

0

du

u2
(1− cosu)︸ ︷︷ ︸

=π/2

(254)

d’où

g(s) ≈ 1− s/ξ ≈ e−s/ξ avec ξ =
2B

kBT
(255)

ce qui nous assure que les corrélations s’éteignent sur
une longueur caractéristique ξ. Pour deux points dis-
tants d’une longueur supérieure à ξ, les fluctuations des
tangentes ne sont pas corrélées et, à toutes fins pra-
tiques, les tangentes fluctuent indépendamment l’une
de l’autre. Nous retrouvons le modèle de la marche
aléatoire où la longueur de corrélation des tangentes
joue le rôle de la longueur de persistance En-deçà de
cette distance caractéristique, la flexion de la corde im-
porte. Elle induit alors des corrélations qui ne peuvent
être ignorées.

La longueur de persistance étalonne la longueur
d’influence d’une fluctuation. Lorsque deux tan-
gentes sont distantes d’une longueur inférieure à
cette longueur de persistance, leurs fluctuations ne
sont pas indépendantes. Les

filaments qui interviennent dans l’architecture cellulaire ont différentes longueurs de persistance. En particulier,
les filaments d’actine et les micotubules ont une dynamique qui permet à cellule de se diviser et de se déplacer.
Ces propriétés dynamiques seront étudiées dans un chapitre ultérieur. Mais à côté de ces propriétés dynamiques,
ces filaments sont sujets à des fluctuations thermiques. L’actine in vitro a une longueur de persistance d’environ
15µm alors que celle des microtubules varie entre 1 et 6mm. Les microtubules sont donc très rigides à l’échelle
de la cellule alors que les filaments d’actine peuvent être sensibles aux fluctuations thermiques. En fait, il a été
montré que les fluctuations thermiques coordonnées avec des phénomènes de croissance pouvait générer une
force mécanique. Ces différentes longueurs caractéristiques sont résumées dans le tableau ci-dessous.

6.4. De l’élasticité à l’enzymologie. La structure et l’organisation des chromosomes diffèrent suivant les
organismes. Les chromosomes bactérien des cellules procaryotes sont en fait des ADN circulaires ou PLAS-
MIDES. Dans les cellules animales ou végétales, l’ADN est organisé en structure très compactes appelées chro-
matines (Cf. Fig. (6.4)). Ces structures permettent de ≪ lover ≫ l’ADN dans un espace réduit dont la taille
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TABLE 1. Longueur de persistance

Actine 15µm
Microtubules 1− 6mm

ADN 50nm
Dextran 0.5nm
P.E.G. 0.7nm

caractéristique est environ 15.000 fois plus petite que la molécule d’ADN déroulée[?]. La structure de la chro-
matine n’est pas complètement connue. À l’échelle de l’ordre de 10nm, on sait que l’ADN s’enroule environ
deux fois, en fait 1.75 fois, autour du coeur de NUCLÉOSOMES constitués de protéines appelées HISTONES.
L’interaction entre l’ADN et l’octamère d’histone est d’origine électrostatique avec une enthalpie de l’ordre de
20 kBT. Le complexe Histone + ADN constitue ce qu’on appelle la ≪ boucle à 50nm. À l’échelle supérieure,
chaque brin de chromatine est constitué d’un chapelet de nucléosomes accolés tous les 30nm, mais on ne
connaı̂t pas la structure exacte aux échelles supérieures.

Situation Il est maintenant possible de manipuler des

macromolécules individuelles en appliquant une force dont

l’ordre de grandeur varie de 0.01 à 50 pN . Nous nous

intéresserons ici à l’ADN et aux complexes ADN + protéines.

Motivation: Comprendre la
structure et la dynamique de la

chromatine qui est un exemple

d’auto-assemblage très
sophistiqué. Comment
fonctionnent les enzymes qui

transcrivent, recombinent,
enroulent et recopies le
génome des cellules
eukaryotes.

FIG.: Différentes échelles du
compactage. Le rapporte est de 1

à 103.

Modèle du ver et expériences sur des molécules à l’échelle individuelleLes différentes échelles de la structure d’un chomosome. La première figure est un cliché obtenu par
microscopie électronique[?]. La deuxième figure schématise les différents niveaux d’organisation de la

chromatine.
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Nucleosome Arrays Reveal the
Two-Start Organization of the

Chromatin Fiber
Benedetta Dorigo,1* Thomas Schalch,1* Alexandra Kulangara,1

Sylwia Duda,1 Rasmus R. Schroeder,2 Timothy J. Richmond1.

Chromatin folding determines the accessibility of DNA constituting eukary-
otic genomes and consequently is profoundly important in the mechanisms of
nuclear processes such as gene regulation. Nucleosome arrays compact to
form a 30-nanometer chromatin fiber of hitherto disputed structure. Two
competing classes of models have been proposed in which nucleosomes are
either arranged linearly in a one-start higher order helix or zigzag back and
forth in a two-start helix. We analyzed compacted nucleosome arrays stabi-
lized by introduction of disulfide cross-links and show that the chromatin fiber
comprises two stacks of nucleosomes in accord with the two-start model.

DNA in eukaryotic cell nuclei assembles
with histone proteins into chromatin (1). The
nucleosome constitutes the first level of
organization (2, 3). The B30-nm[ chromatin
fiber consists of nucleosome arrays in their
most compact form and is typically posited
as the second structural level of DNA or-
ganization (4). The hierarchy continues with
increasing DNA-packing density until the
metaphase chromosome is attained (5). The
structure of the 30-nm fiber, or nucleosome
higher order structure, has been contentious
for two decades. Most models have in com-
mon that an open zigzag string of nucleo-
somes self-assembles into a helical structure
È30 nm in diameter. The models can be
grouped into two classes: (i) the one-start
helix, with bent linker DNA connecting each
pair of nucleosome cores, which follow each
other immediately along the same helical path
(6) (Fig. 1A), and (ii) the two-start helix,
based on straight linker DNA connecting
between two adjacent stacks of helically ar-
ranged nucleosome cores (7). The most promi-
nent representative of the one-start class is the

solenoid, where the nucleosomes coil around a
central cavity with Èsix to eight nucleosomes
per turn (8–10). The two-start class is divided
between two main models named the helical
ribbon model (7, 11) (Fig. 1B) and the
crossed-linker model (12) (Fig. 1C).

With the aim of elucidating the higher-
order structure of compact nucleosome arrays,
we developed an in vitro system for producing
highly regular arrays incorporating all recom-
binant components (13). With these arrays, we

have shown that the base of the histone H4 tail
is crucial for compaction. The crystal structure
of the nucleosome core particle reveals that
this region (amino acids 14 to 19) makes an
interparticle contact with H2A/H2B of a
neighboring particle (2, 3). We used this infor-
mation to select a pair of cysteine-replacement
mutants that stabilizes the higher order struc-
ture by disulfide formation. We constructed
mutant versions of histones H2A, H2B, and
H4 by replacing one selected amino acid with
cysteine in each version Efor H2A, Glu56,
Glu61, and Glu64 (H2A-E56C, H2A-E61C, and
H2A-E64C); for H2B, Gln44, Val45, and
Glu110 (H2B-Q44C, H2B-V45C, and H2B-
E110C); and for H4, Lys20, Val21, Arg23, and
Asp24 (H4-K20C, H4-V21C, H4-R23C, and
H4-D24C)^, and nucleosome arrays were
assembled by using 12 different pairings of a
mutant H4 with either a mutant H2A or H2B
(table S1). The range of distances between the
side-chain g atoms of the selected pair of
amino acids spans 3.8 to 9.7 ) determined
from the nucleosome core structure. Cross-
links were formed in solutions containing a
1:1 ratio of reduced and oxidized glutathione
to promote disulfide formation without driv-
ing cross-linking irrespective of array folding.
MgCl2 at È1 mM or È100 mM was used to
cause compaction, or alternatively the linker
histone H1 was used to compact arrays in the
absence of divalent cation. Initial trials cov-
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Institute for Molecular Biology and Biophysics, ETH–
Hönggerberg, CH–8093 Zürich, Switzerland. 2Max
Planck Institute for Medical Research, Department
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Fig. 1. Models for the
DNA path in the chro-
matin fiber. Higher
order structure models:
(A) one-start solenoidal
(6), (B) two-start su-
percoiled (7), and (C)
two-start twisted (12).
Upper views have the
fiber axis running verti-
cally; lower views are
down the fiber axis.
DNA associated with
the nucleosome core is
red/blue, and linker DNA
running between cores
is yellow. These models
are idealized, with nucle-
osome cores in each
start contacting each
other. The open three-
dimensional zigzag seen
in conditions not fully
compacting may be a
precursor (21).
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Chapitre 3

Physique des Membranes

1. Introduction

Un phospholipide est une molécule constituée d’une tête polaire et de deux chaı̂nes d’acide gras dont
chacune comporte une quinzaine de groupement CH2. Ces Chaı̂nes sont hydrophobes. En milieu aqueux, elles
adoptent des conformations qui minimisent leur interaction avec les molécules d’eau. Cet effet est à l’origine
de la forme très simple et très efficace d’ AUTO-ASSEMBLAGE. Pour se ≪ protéger ≫, les chaı̂nes s’organisent
tête-bêche en bicouche où les les chaı̂nes d’acide gras sont prises en sandwich entre les têtes polaires des deux
monocouches en regard. Les queues d’acide gras sont ainsi protégées des molécules d’eau, et les interactions
sont concentrées au niveau des têtes polaires qui sont généralement électro-négativement chargées. La bicouche
se referme alors sur elle-même pour former un ≪ sac ≫ flexible appelé vésicule dans le contexte biologique ou
liposome dans le contexte bio-médical 1.

On appelle concentration micellaire critique, soit c.m.c., la concentration minimale de phospholipides à
partir de laquelle cet auto-assemblage a lieu. La c.m.c. varie de façon exponentielle en fonction du nombre
d’atomes de carbone portés sur chaque chaı̂ne, ce qui explique pourquoi l’auto-assemblage a lieu de pour des
concentrations très faibles dont l’ordre de grandeur n’est de quelques micro-molaire.

Une vésicule est caractérisée par deux longueurs caractéristiques très différentes. La première est l’épaisseur
de la bicouche dont l’ordre de grandeur avec les phospholipides usuels est de l’ordre de 60 Å. La deuxième est

1. La présence de deux chaı̂nes d’acide gras donne une flexibilité suffisante pour assurer la cohésion des bicouches. Les lipides ne
possédant qu’une seule chaı̂ne forment des micelles dont le coeur est constitué de groupements carbonés et où sont exclus les molécules
de solvant.
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Membranes biologiques : vers un modèle physique

membrane est illusoire, et surtout inutile
pour répondre à ces questions aux échelles
de temps et d’espace d’intérêt. Il s’agit plu-
tôt de proposer une modélisation réaliste
capable d’appréhender les caractéristiques
pertinentes de la membrane. 

L’évolution du concept 
de membrane biologique 

Les premiers modèles de la membrane
cellulaire remontent à la fin du XIXe siècle.
Ils sont fondés sur les similarités qui existent
entre les propriétés des membranes cellulai-
res et les lipides tels que ceux présents dans
l’huile d’olive. En 1925, les biologistes
Gorter et Grendel solubilisent les lipides de
globules rouges et les déposent à la surface de l’eau dans
une cuve de Langmuir. En mesurant les aires de la
membrane du globule rouge et de la mono-couche
déposée, ils déduisent que la membrane est formée
d’une double couche de lipides. Les protéines entrent
dans la description quelques années plus tard mais leur
localisation et leur distribution restent à élucider. Cette
question demeure encore d’actualité. Entre 1940 et
1950 apparaissent deux techniques qui permettent des
progrès rapides dans la connaissance de la structure cel-
lulaire et de la membrane plasmique : l’ultracentrifuga-
tion différentielle et la microscopie électronique. Les
observations de microscopie électronique renforcent
l’hypothèse de bicouche, révèlent l’asymétrie de la
membrane et suggèrent la présence de structures globu-
laires, composées de protéines. Après diverses spécula-
tions, le modèle de mosaïque fluide est proposé par
Singer et Nicolson en 1972. La membrane y est décrite
comme une bicouche fluide dans laquelle sont insérées
des protéines pouvant y diffuser librement. Ce modèle
prévaut encore actuellement. 

Que révèle la diffusion des protéines 
et des lipides ? 

A peine quelques années plus tard, les techniques de
FRAP et FCS (pour « Retour de fluorescence après
photo-blanchiment » et « Spectroscopie de corrélation
de fluorescence », voir encadré 1) étaient développées
par W.W. Webb, grand pionnier (encore en activité)
dans le développement d’outils expérimentaux de la
physique pour l’imagerie et la spectroscopie de cellules
biologiques. Les premiers résultats ont soulevé d’emblée
deux questions fondamentales encore non résolues : 
– quelle est la cause du ralentissement des protéines dans
les membranes plasmiques cellulaires ? La constante de
diffusion d’une protéine y est effectivement de l’ordre
de 0,1 !m2/s, soit un à deux ordres de grandeur plus

faible que dans une membrane modèle constituée d’une
bicouche lipidique pure dans laquelle sont insérées des
protéines en faible concentration. La diffusion serait
donc limitée soit par un fort encombrement en protéi-
nes, soit par un confinement (éventuellement tempo-
raire) des protéines dans des domaines membranaires ;
– quelle est l’origine des hétérogénéités de distribution
latérale à l’échelle micro et submicrométrique ? Les frac-
tions de lipides et protéines mobiles à la surface de cel-
lules vivantes accessibles par FRAP, toujours inférieures
à 1, sont là aussi la signature que leur diffusion est forte-
ment perturbée par des hétérogénéités membranaires. 

Il n’a fallu ensuite attendre qu’une décennie pour
que se développe la technique de Suivi de particule uni-
que (Single Particle Tracking ou SPT, suivi du Single
Molecule Tracking ou SMT, voir encadré 1) permettant
la détection et le suivi de molécules individuelles avec
une résolution spatiale nanométrique. Avoir ainsi accès
aux comportements individuels, masqués dans les mesu-
res d’ensemble obtenues en FRAP ou FCS, a permis de
révéler une grande diversité des modes de diffusion, non
seulement entre molécules différentes, mais aussi au sein
d’un échantillon de molécules identiques dans une
même cellule. Une caractéristique remarquable des tra-
jectoires de SPT ou SMT est qu’elles montrent très
généralement un confinement de la diffusion aux temps
courts (" 1 s), dans des domaines dont le diamètre varie
de quelques dizaines à quelques centaines de nanomè-
tres. Ce confinement peut être temporaire, en alter-
nance avec des périodes de diffusion libre, ou
permanent. Dans ce dernier cas, peut se superposer à
cette diffusion confinée une diffusion plus lente aux
temps longs (# 1 s). Un tel comportement est révélé par
le déplacement quadratique moyen de la position
(cf. figure 2 de l’encadré 1). 

Ces observations ont donné lieu à l’émergence de
plusieurs modèles d’organisation dynamique des mem-
branes, proposant différentes origines au confinement
(voir encadré 2). Ainsi, dans le modèle de « corrals », ce

Figure 1 – Schéma de la membrane plasmique, avec ses composants évoqués dans le texte. La
bicouche a une épa isseur de l’ordre de 5 nm. D’après Greg Geibel, http://sun.menloschool.org/
!cweaver/cells/c/ce ll_membrane/. 

FIGURE 1. Schéma d’une membrane plasmique. Celle-ci utilise le mode d’auto-assemblage
de phospholipides en bicouches lipidiques. En présence d’eau, les queues des phospholipides
cherchent à diminuer leur contact avec les molécules d’eau et elles s’organisent en bicouches
d’où sont exclues les molécules d’eau. Comme les deux bords sont toujours exposés pour une
surface libre, la bicouche se referme sur elle-même pour former un sac flexible. L’ordre de
gra,deur de l’épaisseur de la bicouche est de 5nm. D’après Greig Geibel,
http :/sun.menloschool.org/.
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tout simplement la taille des vésicules qui varie suivant les conditions de préparation de la dizaine de nano-
mêtres à la centaine de micron-mêtre pour les vésicules géantes.

La fonction d’une bicouche est de compartimenter l’espace en deux volumes disjoints. En règle générale,
une bicouche est imperméable aux grosses molécules alors qu’elle laisse passer des ions plus petits. Dans le
cas où les espèces chimiques diffusent au travers la membrane, on parle de transport passif. Les membranes
biologiques sont complexes et elles utilisent des pompes ≪ actives ≫ pour faire passer les espèces dans le milieu
intra-cellulaire.

Nous supposerons par la suite que les bicouches sont dans l’état fluide, c’est-à-dire que les molécules
peuvent diffuser librement sur les deux monocouches de la membrane. Pour un phospholipide usuel, le co-
efficient de diffusion caractéristique est de l’ordre de D ≈ 10−7 cm2s−1, ce qui signifie que le temps ca-
ractéristique que met un phospholipide pour ≪ inspecter ≫ la membrane d’une vésicule est de l’ordre de
la seconde. Cette phase thermodynamique permet d’avoir une flexibilité suffisante pour que la forme de la
vésicule change en fonction, par exemple, des conditions de pression osmotique. Bien que les membranes
soient perméables aux ions et aux petites molécules, leur faible perméabilité impose néanmoins que le volume
d’une vésicule soit à toutes fins pratiques constant sur la durée des observations. Enfin, les membranes sont
des bicouches et cette particularité impose des contraintes et permet des effets ≪bilame ≫ très efficaces. Nous
considérerons que le nombre de molécules de phospholipides sur chaque est fixé et qu’il ne peut varier sur des
échelles de temps qui nous intéresserons. Non seulement, les phopholipides ne peuvent s’échapper dans la solu-
tion, mais il ne peut avoir d’échange entre les deux monocouches en regard. Ce mécanisme de ≪ flip-flop ≫ est
un mécanisme actif utilisé dans les membranes biologiques. Des protéines appelées TRANSLOCASES assurent
cette fonction qui permet de changer la forme de la membrane. Par effet bilame, on peut ainsi passer d’une
géométrie plane à une géométrie dont la courbure est positive ou négative suivant le degré d’expansion de la
monocouche interne, ou intrados, par rapport à la monocouche externe, ou extrados. En résumé, une membrane
d’une vésicule peut être considérée à des échelles suffisamment grandes comme une coque élastique où :

(1) le volume est constant

(2) la surface de chaque monocouche est constante

(3) les effets bilame sont importants.

Le tableau ci-desous (Cf. Table (1) résume les unités les plus courantes lorsqu’elles sont appliquées à
l’échelle de la cellule

TABLE 1. Unités naturelles à l’échelle de la cellule

Distance µm Toutes
Force 1 pN Liaisons moléculaires

Pression 1 Pa = 1 pN/µm2 Cellules flexibles
Tension 1 pN/µm Tension corticale des cellules
Tension 1 nN/µm=1mN/m=1 dyne/cm Elasticité de la bicouche

2. Un exemple de membrane composite : les globules rouges

Les liposomes de la cellule sont formés à partir de plus de 1000 lipides différents[?]. Les lipides ont une
structure générale commune faites d’une tête polaire et de deux queues hydrophobiques. Les fonctions de ces
phospholipides est déterminée par leur concentration locale qui varie entre les différentes organelles, entre
les deux monocouches des membranes et même dans le plan latéral des membranes. Ces lipides constituent
une matrice où viennent s’enchâsser des protéines ou des canaux ioniques. Les membranes biologiques ont
donc des compositions chimiques très diverses et une compréhension de leurs propriétés nécessite d’étudier
les interactions lipides-lipides, lipides-protéines ainsi que les enzymes qui assurent leur métabolisme et leur
transport.

Une vésicule artificielle n’est donc qu’une caricature très superficielle des membranes biologiques. Les
hémathies sont les cellules les plus simples et leur problème de la forme des globules rouges a été étudié depuis
une cinquantaine d’années. Il est maintenant possible de décrire les différentes formes d’équilibre que peuvent
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as biological substances generally hydrophobic in nature and
in many cases soluble in organic solvents (Fahy et al, 2005).
Indeed, the behavior of all hydrophobic substances follows
the same physical principles and therefore makes them
subject of the present review. In practice, the organization
of lipids in cells is determined by the bulk lipid classes, and
one can consider the behavior and function of the hundreds
of minor lipids as superimposed on the dynamic organization
of the major ones.

Which are the major lipids in animal cells (Figure 1)?
While triacylglycerols and cholesteryl esters fill the core of
lipid droplets in the cytosol and of lipoproteins being secreted
or endocytosed (van Meer, 2001), the bulk of the cellular
lipids is organized in membranes. The standard membrane
lipid is the cylindrical phosphatidylcholine (PC), 50% of the
cellular lipids. Unsaturated PC yields fluid bilayers. In this
category of glycerophospholipids, phosphatidylethanolamine
(PE) constitutes 20mol% in most membranes, phosphatidyl-
serine (PS) appears on the cell surface during apoptosis and
blood coagulation, and phosphatidylinositol (PI) is the basis
for the phosphoinositides, phosphorylated derivatives whose
signaling functions depend on the number and position of the
phosphates on the inositol ring. A second category is formed
by the sphingolipids. Sphingomyelin (SM), like PC, contains a
phosphocholine head, but has a hydrophobic ceramide back-
bone consisting of a sphingosine tail and one saturated fatty
acid. In glycosphingolipids, ceramide carries carbohydrates,
the simplest ones being glucosyl- and galactosylceramide.
By themselves sphingolipids form a frozen, solid membrane.
They are fluidized by cholesterol, the mammalian sterol,
a third lipid category (Fahy et al, 2005).

Unfortunately we do not know the detailed lipid composi-
tion of each organellar membrane. What is the problem?
(1) Quantitative compositional analyses have been limited to
certain lipid classes, mostly the phosphate-containing glycero-
and sphingolipids. Rarely have glycosphingolipids and choles-
terol been included. This should no longer be a problem using
mass spectrometrical approaches. (2) ‘Purified’ organelles are
not pure. To illustrate the problem: endosomes purified with a
yield of 50% and containing a contamination of only 5% of an
endoplasmic reticulum (ER) marker contain roughly 50% ER
lipids, due to the 10-fold greater surface area of the ER
(Griffiths et al, 1989). (3) Organellar membranes are hetero-
geneous. Whatever purification step increases purity reduces
the yield of the specific organelle with the possibility that
specific subfractions of the organelle are lost. The overall lipid
composition of an organelle provides only limited useful
information for understanding lipid function.

With the caveats above, the compositions established in
the 1970s provide a simple picture (Figure 2; van Meer, 1989).
The secretory organelles beyond the Golgi and the endocyto-
tic organelles are 10-fold enriched in sphingolipids and
cholesterol over the Golgi and ER. Lipid droplets, peroxi-
somes and mitochondria have ER-like polar lipid composi-
tions. So, what mechanism is responsible for the steep
gradient of sphingolipid and cholesterol at the Golgi–TGN
junction? A first hint is that SM and glycosphingolipids have
been found enriched on the noncytosolic surface. In line with
this, the enrichment of sphingolipids on the apical surface
of epithelial cells in comparison to the basolateral surface is
maintained by the tight junction, a barrier to lipid diffusion
in the outer leaflet of the plasma membrane bilayer (Dragsten
et al, 1981; van Meer and Simons, 1986; Figure 3). Indeed,
glycolipids and SM did not diffuse between the apical and
basolateral surface (Spiegel et al, 1985; van Meer et al, 1987).
This implied also that the sphingolipids did not translocate
across the plasma membrane, as this should have allowedOH

+

PC PE SM                    chol

+ + –
––

Figure 1 The structure of the major membrane lipids. The more or
less cylindrical glycerophospholipid phosphatidylcholine (PC) carries
a zwitterionic phosphocholine headgroup on a glycerol with two
fatty acyl chains (diacylglycerol), usually one unsaturated (bent).
Phosphatidylethanolamine (PE) has a small headgroup and a conical
shape and creates a stress in the bilayer: the PE-containing mono-
layer has a tendency to adopt a negative curvature. The phospho-
sphingolipid sphingomyelin (SM) tends to order membranes via its
straight chains and its high affinity for the flat ring structure of
cholesterol (chol). For chemical structures, see Fahy et al (2005).
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Figure 2 Lipid organization in animal cells. The cellular mem-
branes are in bidirectional contact with each other via vesicular
traffic except for, maybe, the mitochondria (MITO) and peroxi-
somes. Whereas the endoplasmic reticulum (ER) and Golgi (G)
nearly exclusively contain glycerophospholipids (gray), the trans
Golgi network (TGN) and endosomes (E) contain 410% sphingo-
lipids and 30–40mol% cholesterol (red). The internal vesicles of
late endosomes (LE) and lysosomes (L) contain the unique lipid
lysobisphosphatidic acid, which is locally produced (Matsuo et al,
2004), like cardiolipin in mitochondria (blue).
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FIGURE 2. Schéma montrant la structure des phospholipides usuels. La structure est plus ou
moins cylindrique et a taille des têtes polaires varie en passant de PC (phosphatidylcholine),
PE (phosphatidylethanolamine) dont la forme est plutôt conique, et SM (sphingolipid sphingo-
myelin) qui a une grande affinité pour le cholesterol (d’après Ref. [?]).
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Introduction

Les globules rouges sont les cellules sanguines chargées de transporter les gaz à

travers l’organisme : le dioxygène vers les cellules et une partie du dioxyde de carbone vers

les poumons. Pour cela, les globules rouges parcourent des centaines de kilomètres au cours

des 120 jours de leur existence. Ils sont amenés à traverser des capillaires dont le diamètre

peut être inférieur au leur (cf. Figure 1) et doivent supporter des taux de cisaillement élevés,

pouvant aller jusqu’à ~1000 s-1 [Schmid-Schönbein et al., 1979]. Ceci nécessite des propriétés

élastiques remarquables, dont une très grande résistance aux contraintes de cisaillement. Cette

résistance au cisaillement est possible grâce aux propriétés particulières de sa membrane.

Figure 1 : Image de globules rouges humains par microscopie électronique et dessin de

globules rouges dans un capillaire [Delaunay et Boivin, 1990]. Le globule rouge présente une

très grande résistance au cisaillement, résistance due à une membrane ayant une structure

particulière.

FIGURE 3. Image de globules rouges humains par microscopie électronique.

prendre les hémathies en fonction des conditions physico-chimiques et nous suiverons ici les réferences[?, ?].
Dans les conditions normales, la forme adoptée par les hémathies et celle d’un disque biconcave, ou disco-
cyte, dont la taille est d’environ 8µm. Différents traitements amphipatiques changent la forme qui peut devenir
crénelées avec des spicules ou de type stomatocyte (en forme de coupelle). Comparée aux cellules de la matière
vivante, la structure des hémathies est remarquablement simple. Il s’agit d’une sac rempli d’hémoglobine en-
touré d’une membrane, dont l’épaisseur est de 0.4µm et dont la composition est homogène à une échelle
supérieure à 0.1 µm. Cette membrane forme un complexe avec un cytosquelette de spectrine ancré sur la
face interne de la membrane (voir Figure 2). Ce cytosquelette polymère est un filet hexagonal dont la maille
élémentaire fait environ 200 nm à une distance de 40 nm de la monocouche interne. Les composition chi-
miques des deux monocouches diffèrent. Dans la monocouche externe, on trouve des lipides tels que les PC et
SM avec du cholesterol alors que les PE qui sont négativement chargés se trouve dans la monocouche interne.
On connaı̂t l’ordre de grandeur des coefficients élastiques de cisaillement et de compression du réseau du réseau
de spectrine. Leur valeur est de l’ordre de µ ≈ 10−19 J . Cette valeur fait que l’élasticité du réseau de spectrine
est généralement négligeable par rapport à l’élasticité de la membrane. Dans une première approximation, il
est donc plus simple de négliger l’influence du réseau de spectrine dans l’étude des formes d’équilibre des
hémathies. Cette approximation n’est valable que si l’on ne cherche pas à décrire des formes plus complexes
comme les spicules des échonocytes (C. Figure 15), car celles-ci impliquent des déformations très importantes
où l’élasticité de cisaillement du réseau de spectrine joue un rôle important.

REMARQUE. Un solide bi-dimensionnel possède deux constantes élastiques caractéristiques des deux types
de déformations associées à des géométries différentes. Si nous considérons un réseau carré comme celui de
la figure 2, le mode de déformation qui correspond à la compression suivant un axe et à l’étirement dans la
direction perpendiculaire conserve les angles de π/2. Après la déformation, le carré est transformé en rectangle.
Par contre, un déformation de cisaillement transforme un carré en un parallélogramme dont l’angle diffère de
π/2. Pour une solide cristallin, les deux constantes élastiques sont approximativement égales. Par contre, un
liquide comme une membrane fluide bi-dimensionnelle ne possède pas d’élasticité de cisaillement, car les
molécules sont libres de diffuser. Dans le cas d’une film liquide, on ne tient donc compte que de l’élasticité de
compression.
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Figure 2. Septagonal and pentagonal subunits in the spread mem- 
brane skeleton. A septagonal subunit is shown in the lower left-hand 
comer, whereas an adjacent pentagonal subunit is shown in the up- 
per right-hand comer. A dense region of residual membrane mate- 
rial is indicated by an asterisk at the lower left hand comer. 

respectively (n = 163). Fig. 3 shows, in a different prepara- 
tion, a large area of the spread skeleton at high magnifica- 
tion. Many subunits in the spread skeleton do not contain all 
the spectrin cross-links between adjacent junctional com- 
plexes, presumably due to partial disruption occurring dur- 
ing specimen preparation. However, we can not exclude the 
possibility that some of the missing spectrin cross-links may 
already be absent in the native membrane. 

The membrane skeletons shown in Figs. 1-3 were exam- 
ined on a very thin carbon film to obtain high contrast. The 
thin carbon film is supported and strengthened by a fine 
1,000-mesh grid or a holey Formvar coated grid. The advan- 
tage of using a continuous thin carbon film instead of a fenes- 
trated carbon film (34, 35) to support the membrane skeleton 
is that the skeleton can be artificially spread during specimen 
preparation due to a contraction of skeletal material toward 
the center of the specimen while the skeletal margin is still 
firmly attached to the thin carbon film on the copper grid. 
Fig. 4 shows a spread skeleton with an asymmetric lattice 
due to the uneven stretching of the network during specimen 
preparation. In some areas the cross-bridges were stretched 
into straight filaments in one axis to '~200 nm, which is the 
contour length of a spectrin tetramer. In other axes of the 
same areas, spectrin cross-bridges between adjacent junc- 

tional complexes are more convoluted and relaxed. It is pos- 
sible that this spring-like flexibility of spectrin is important 
in facilitating the deformability of the intact erythrocyte. Fig. 
5 shows a spread region of the double layered intact skeleton, 
indicating that stretched spectrin filaments of the bottom 
layer were crossed over by spectrin filaments of the upper 
layer of the skeleton. This type of image helps us to distin- 
guish between the irregular polygonal images generated 
from skeleton overlap and the pentagons, hexagons, and sep- 
tagons observed on the spread monolayered skeleton (Figs. 
1-3). In addition, we often detected a progressive decrease 
in the stretching of the network from the marginal region to 
the center of the skeleton preparation. It appears that the 
meshwork generated by spreading the isolated skeleton, as 
compared with that obtained from intact cells (5), produces 
a much larger area of a continuous lattice for detailed visual- 
ization. The ultrastructural information obtained from the 
isolated skeleton may be correlated directly with the skeletal 
protein composition and facilitate the molecular assignment 
of some of the structural elements. 

Large areas of the hexagonal lattice in the spread mem- 
brane skeleton are detected reproducibly in different skeleton 
preparations. The inclusion of glutaraldehyde fixation in the 
skeleton preparation for electron microscopic examination is 
important for the preservation of the skeletal protein connec- 
tions. It seems to reduce the degree of partial disruption of 
the network structure, especially at the marginal region of 
the spread skeleton during specimen preparation. However, 
a hexagonal array of the proteins is still detectable without 
glutaraldehyde fixation (data not shown). In addition, prepa- 
ration of erythrocyte skeletons at different hypotonic salt 
concentrations (e.g., 0-20 mM NaC1) or temperatures (e.g., 
0-25°C) does not change the ultrastructure of the spread 
skeleton (data not shown). 

Spectrin Cross-links in the Spread Membrane Skeleton 
Although the 200-nm spectrin tetramers appear to be the 
most prominent species of spectrin to cross-link the junc- 
tional complexes of actin, we detected a significant amount 
of spectrin (16% of total, n = 341) in several different forms 
including (a) three-armed, Y-shaped spectrin molecules 
linking three junctional complexes (Fig. 6, a and b), (b) 
three-armed spectrin molecules with two arms bound to a 
junctional complex and the third arm bound to the adjacent 
complex (Fig. 1 b), (c) two separated spectrin filaments link- 
ing two junctional complexes (Fig. 1 b), and (d) four-armed 
spectrin molecules linking two junctional complexes (Fig. 6 
c). Among these the three-armed spectrin molecules are the 
most abundant, representing •11% of the total cross-links. 
These observations are compatible with the presence of spec- 
trin tetramers and possibly other medium-sized oligomers in 
the erythrocyte membrane, as previously indicated by bio- 
chemical analysis (21, 28). 

At the present time, however, the identification of different 
oligomeric species of spectrin in the spread skeleton is still 
premature. These oligomeric-like images may be generated 
from spectrin tetramers by a splitting of the ~t- and 13-chains 
of one or both of the dimeric subunits or alternatively by 
breakage and rearrangement of spectrin tetramers in situ or 
during specimen preparation. 
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FIGURE 4. Visualisation du réseau hexagonal de spectrine visualisé par microscopie
électronique. Les molécules de spectrines connectent les vertex d’actine. Le cytosquelette est
ainsi riveté à la membrane par des protéines spécialisées. L’image de droite est une vue de
l’artiste du réseau dont le pas fait environ 200 nm. Bien que motif le plus courant soit constitué
d’hexagones, on remarque la présence de pentagones.[?]

FIGURE 5. Géométrie des deux modes de déformation élémentaires d’un solide bi-
dimensionnel. Dans le premier cas, la déformation est une compression où un étirement suivant
des axes orthogonaux dans le plan de la figure. Dans une déformation de cisaillement, la figure
initialement carrée est transformée en parallélogramme avec une variation de l’angle
élémentaire.

3. Introduction géométrique

Pour les vésicules, l’épaisseur de la bicouche est faible devant les dimensions caractéristiques de l’objet.
Cette condition permet d’exprimer les contraintes en fonction d’une quantité géométrique des surfaces bidi-
mensionnelles, En particulier, la courbure nous permettra de calculer les variations relatives de surface des
deux mono-couches en regard comme dans l’effet bilame de la figure?.

DEFINITION 3.1. Considérons un point P d’une surface ainsi que toutes les courbes dessinées sur la surface
et passant par P. Les tangentes des courbes en P sont toutes dans le même plan, ce qui définit le plan tangent.
Le vecteur unitaire en P au plan tangent est la normale n̂ à la surface. Considérons maintenant la famille de
courbes obtenues en coupant la surface par un plan contenant n̂ en P. Une courbe obtenue ainsi possède un
rayon de courbure R en P. Après rotation ϕ du plan autour de la normale n̂, on obtient une autre coure dont
le rayon de courbure est R(ϕ). Comme ϕ et ϕ + π donnent le même plan, R(ϕ) est périodique de période π.
Comme fonction de ϕ, elle possède donc un maximum Rmax et un minimum Rmin. La courbure de la surface
en P est définie par l’égalité

1

R(ϕ)
=

cos2 ϕ

Rmax
+

sin2 ϕ

Rmin
(256)

où ϕ est l’angle du plan par rapport au plan de référence qui donne la valeur maximum du rayon de courbure.
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DEFINITION 3.2. Pour deux directions orthogonales 1 et 2, soit ϕ et ϕ + π/2, on définit la COURBURE
MOYENNE comme la demi-somme des rayons de courbure pris dan s les deux directions orthogonales

H
def
=

1

2

(
1

R1
+

1

R2

)
(257)

alors que la courbure gaussienne est le produit :

K
def
=

1

R1R2
(258)

Pour calculer des éléments de surface et de volume, nous utiliserons les propriétés suivantes

PROPRIÉTÉ 3.1. Une surface S possède un système de coordonnées orthogonale (u, v). Par exemple, la
surface donnée dans la représentation de Monge (x, y, z(x, y)) a pour coordonnées curvilignes (x, y) qui
permettent de déterminer tous les points une fois la hauteur z(x, y) connue.

Les deux vecteurs tangents sont définis en prenant la dérivée des cordonnées

t̂u =
∂OP

∂u
(259)

t̂v =
∂OP

∂v
(260)

et on calcule n̂ comme

n̂ =
t̂u ∧ t̂v

||̂tu ∧ t̂v||
(261)

Un élément de surface dS est calculé à partir de l’aire du parallélogramme engendré par les deux vecteurs
tangents t̂u et t̂v.

dS = ||̂tu ∧ t̂v||dudv (262)

PROPRIÉTÉ 3.2. Considérons deux surface S et S ′ en regard. Élevons la normale en P de S pour arriver
en P’ de S ′ à la distance ϵ(u, v). Lorsque ϵ(u, v) est petit devant la courbure moyenne H(u, v), l’élément de
surface dS′ autour de P’ se déduit de dS par la formule

dS′ = dS (1 + ϵ(u, v)H(u, v)) (263)

EXERCICE 3.1. Appliquons ces formules dans les cas simples où la forme de la vésicule est sphérique ou
cylindrique. Dans le premier cas, les deux monocouches sont à une distance moyenne d d’une sphère de rayon
R. La têtes polaires dessinent donc deux sphères concentriques de rayon R + d et R − d dont la la différence
d’aire relative rapportée à celle de la sphère de référence se calcule comme

4π (R+ d)2 − 4π (R− d)2

4πR2
=

4d

R
(264)

On trouve donc bien que la différence d’aire entre les deux monocouches est proportionnel à l’inverse du rayon
de courbure de la sphère de référence.

Pour un cylindre de longueur L et de rayon R, le calcul est similaire. Il donne
∆A

A
=

2d

R
(265)

avec la même dépend

3.1. Surfaces de révolution. Le calcul des quantités géométriques comme l’aire ou la courbure pour
une surface de géométrie arbitraire est généralement difficile. Comme d’habitude, les symétries simplifient
considérablement le problème. Nous considérons ici le cas des surfaces à symétrie de révolution.

DEFINITION 3.3. Nous considérons une courbe z(r) et un axe (voir Fig. 6). La variable r donne la distance
entre une point arbitraire et cet axe. La rotation de cette courbe autour de cet axe engendre une surface de
révolution dont les méridiennes sont données par les courbes d’équation z(r) et les parallèles par les cercles
normaux à l’axe de symétrie. Les méridiennes et les parallèles donnent les lignes de courbure principales dans
les directions 1 et 2.
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z

r θ

 r/sinθ

n̂

R

Rm

m

FIGURE 6. Exemple de surface de révolution engendrée par une courbe en rotation autour de
l’axe z. La distance par rapport à l’axe est notée r. Le rayon de courbure suivant la direction
des parallèles est le rayon du cercle tangent et contenant la normale n̂. Le cercle de courbure est
donc incliné d’un angle θ par rapport à l’axe z. Les deux cercles en pointillé illustrent les deux
cas possibles de position du centre de courbure pour le calcul dans la direction des parallèles.
Le centre est soit à l’intérieur de la surface, soit à l’extérieur. Le rayon de courbure peut donc
avoir un signe arbitraire.

Les variables qui nous permettent de calculer toutes les quantités géométriques sont l’angle θ entre la
normal n̂ et l’axe de symétrie ainsi que la distance r d’une point par rapport à l’axe de symétrie.

PROPRIÉTÉ 3.3. Par construction, l’angle θ entre le vecteur normal n̂ et l’axe de symétrie est fonction de
la dérivée dz/dr.

tan θ = −dr
dz

(266)

où ds est l’abscisse curviligne

ds =
√
dr2 + dz2 =

dr

sin θ
(267)

Nous pouvons donc calculer l’élément de surface dS entre les altitudes z(r) et z(r + dr) à partir du cylindre
élémentaire de hauteur ds et de rayon r

dS = 2πrds = 2πr
dr

sin θ
(268)

PROPRIÉTÉ 3.4. Le rayon de courbure suivant la méridienne est le rayon du cercle tangent dans le plan
de la figure. On l’obtient à partir de la formule des courbes planes comme

1

Rm
=
dθ

ds
=
dθ

dr
sin θ (269)

L’autre rayon de courbure correspond à celui dont le cercle contient la normale et dont le centre est situé sur
l’axe de symétrie.

1

Rp
=

sin θ

r
(270)

et la courbure moyenne s’obtient en sommant les deux. On constate que la formule peut être simplifiée comme
suit

H =
1

2

[
−dθ
dr

cos θ +
sin θ

r

]
=

1

2r

d

dr
[r sin θ] (271)

ce qui nous sera utile pour la suite.

PROPRIÉTÉ 3.5. Par définition, les deux rayons de courbure sont de même signe si les centres de courbure
de la méridienne et du parallèle sont situés du même côté du point. Lorsque ceux-ci sont de part et d’autre de
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FIGURE 7

la surface, ils sont de signe contraire et le point où est évaluée la courbure est un point elliptique. L’exemple
suivant illustre les différents cas de figure.

EXERCICE 3.2. Une sphère est un surface à symétrie de révolution. Montrer que la formule (271) donne le
bon résultat H = 1/R. Utiliser, après l’avoir démontré, la formule sin θ = r/R pour une sphère de rayon R.

3.2. Surfaces de Delauney. Nous désirons étudier les surfaces de révolution à courbure moyenne constante.
La formule (271) détermine l’angle de la normale θ comme un fonction de la distance r

1

2r

d

dr
[r sin θ] = C (272)

où C est une constante qui va pouvoir nous permettre d’indicer l’ensemble des solutions qui sont décrits dans
les trois paragraphes suivants.

(1) On retrouve bien les trois solutions évidentes :
— le plan, où θ = π

2 ;
— le cylindre, où θ = 0 ;
— enfin, la sphère où sin θ = r/R.

(2) Lorsque la constanteC est nulle, a surface est de courbure moyenne nulle. On dit que c’est une surface
minimale. Elle correspond à la solution

sin θ =
a

r
(273)

que l’on appelle CATÉNOÏDE et qui est représentée en Fig. 7. Les deux rayons de courbure sont égaux
mais il sont de signes contraires. Leur somme est donc nulle. Le rayon minimal du cercle de courbure
au point de symétrie définit le col. La courbure permet donc d’avoir des cols de taille arbitrairement
petite sans que l’énergie de flexion soit grande.

EXERCICE 3.3. Déterminer l’équation z(r) de la caténoide

(3) Intéressons-nous maintenant aux solutions périodiques suivant z. Elles définissent la famille des ON-
DULOÏDES qui sont les seules surfaces de courbure moyenne constante et non nulle. La figure 3 est
une figure de Myelin observée au microcope[?] pour des vésicules usuelles.

Cherchons les solutions sous la forme θ(r). Pour les besoins de la cause, nous changeons les
notations et posons R = 1/C. On vérifie que la solution générale de l’équation (272) dépend d’une
constante a arbitraire

sin θ =
a

r
+
r

R
(274)

car
d

dr

[
r
a

r

]
= 0 (275)



94 3. PHYSIQUE DES MEMBRANES

!heptane", and allowing the heptane to evaporate before add-
ing water to the residue, or mixing first AOT and salt in a

ratio 1:3 in weight, then pouring gently the appropriate quan-

tity of water to the AOT/salt mixture to have the desired

!AOT/salt" concentrations. For the purpose of this work we
used the second procedure, so that we could avoid any kind

of mixing of the two alkanes. If we prepare a low salinity

solution by dissolving the amount of AOT in water and add-

ing brine to bring the solution to the desired salinity, no

vesicle is observed. The formation of these vesicles is prob-

ably due to an electrostatic effect between the polar heads

#17$. In this paper we will not describe the phase observed
when changing salinities or amphiphiles concentrations. In-

stead we will focus on a particular effect of dodecane on

tubular vesicles obtained at high salinities. An instability is

studied and the wavelength selected at the onset of the insta-

bility is measured as a function of the radius of the unper-

turbed tubules. The instability and the wavelength selection

are found to be a result of the fact that the spontaneous

curvature deviates from zero because of oil incorporation

into the tubular vesicle layers, which makes the bilayer non-

symmetrical. Although spontaneous curvature is a well-

known parameter in the study of topological and mechanical

properties of membranes, we will explain briefly its origin in

Sec. III.

The vesicles are observed through an inverted phase con-

trast microscope (40! objective, Nikon diaphot 200". The
cell where the vesicles are observed is a 1-mm-thick closed

glass cell; the gap between these two glass slides is also

1-mm-thick. The AOT-brine solution is left for a couple of

days, so that any shape transformation due to macroscopic

flow, after transfering the solution from a test tube to the

observation cell, disappears. The observation cell is hermeti-

cally closed and sealed up in order to avoid any fluid leakage

and oil evaporation. The brine salinities used correspond to

the minimun of oil-water interfacial tensions and are 0.175

mol/L for dodecane and 0.075 mol/L for decane and an AOT

concentration of 7.5 mmol/L and 4 mmol/L, respectively.

The critical micellar concentration !CMC" of AOT water so-
lution without salt is around 2.5 mmol/L. !CMC is the am-
phiphile concentration at which the air-water or oil-water

interface is saturated and the first micelles are formed." It is
noteworthy that by adding AOT to water, the surface tension

drops continuously and reaches a value, at the CMC, beyond

which it !the surface tension" remains constant. At 0.075
mol/L of NaCl, the stable shapes are essentially prolate and

spheres; at 0.175 mol/L of NaCl, the shapes are cylinders.

This shape transformation from low salinities to high salini-

ties is probably due to an electrostatic effect as AOT is an

anionic molecule #17–19$. We observed the effect of dode-
cane on stable tubular vesicles at 0.175 mol/L !at this salinity
the dodecane-brine interface tension is minimum" #13$. The
introduction of the oil into the cell does not perturb hydro-

dynamically the solution and it is a noninvasive way to in-

troduce the drop into the solution. To avoid instabilities such

as the Marangoni effect, the oil is introduced through a less

than 1-%m-diam crack-type orifice. The drop, with a volume
of the order of 0.25 %L, travels through the glass by capil-
larity before it reaches the solution. The orifice is located at

the lateral wall of the cell, that is, between the lower glass

slide and the piece separating the two slides. The drop is then

directly introduced into the solution. Due to the weak solu-

bility of dodecane in water, and its slow diffusion, it takes

several hours for the instability to start. The oil probably

travels inside the solution after being incorporated in the

swollen micelles. After the oil reaches the tubules situated

far enough from the point where the drop was introduced,

tubules become unstable, forming pearls similar to the ones

observed in Refs. #6–9$. We have not noticed any shape
changes when the gap between the horizontal walls of the

observation cell is much smaller than 1 mm. !We do not
know why this effect depends on the gap between the cell

walls where the vesicles are being observed. Oil evaporation

may affect the dynamics too." A sinusoidal instability is ini-
tiated, and develops to a peristaltic state, with a reduction in

fluctuations. However, large cylinders are stable; this will be

clarified in the following model. The structure observed is

periodic and typical necks between the pearls are apparent.

In the case of thick walled vesicles, the pearls do not discon-

nect. However, tubules with thin layers are cut into separated

spheres at the end of the instability. The time over which the

spheres disconnect is still unknown. This kind of state is

shown in Fig. 1. Bar-Ziv and Moses #6$ suggested, after an
experiment where a tubular phospholipid membrane was ex-

cited using optical tweezers, that the instability appears be-

cause of a change in the surface tension induced by the twee-

zers with analogy to the Rayleigh instability of a column of

liquid #20$. The surface energy should be the source of in-
stability, however as the surface energy increases the linear

analysis shows that the instability develops only long-wave

modulations without any wavelength selection. Later, and to

explain the observations of Bar-Ziv, Tlusty, and Moses #7$,
Nelson, Powers, and Seifert #21$ showed that nonzero wave-
length could be selected by the radius of the tubular mem-

brane, because of the fluid viscous motion inside the tube.

See also #26$. However, in the case of our experiment this
model is not sufficient to select a well-defined periodic spa-

tial modulation of tubular membranes with the right depen-

dence of the wavelength versus the initial size of the cylin-

der. In fact, in our case an extra length scale becomes

important in the problem.

Figure 2 shows the dependence of the dimensionless num-

ber (qcR0) as a function of the initial radius of the tubule

R0 . The wavelength at the onset, qc , is measured whenever

a tubular vesicle starts to suffer the instability. The disper-

sion in the data is probably due to the fact that the wave-

length is not measured exactly at the onset with an error of

FIG. 1. A peristaltic state, in a thick cylinder. The bar represents

10 %m.
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FIGURE 8. Figure d’équilibre d’une onduloı̈de. La barre représente 10µm. D’après la
référence [?].

Pour la suite, il sera intéressant de se reporter à la Fig. (272) qui représente la solution obtenue pour
a = 0.1 et R = 1. L’Eq. (274) est une équation du deuxième degré qui fixe la distance r avec l’axe de
symétrie

r2

R
− r sin θ + a = 0 (276)

dont le discriminant est nécessairement positif pour que les deux racines soient réelles.

sin2 θ − 4
a

R
> 0 (277)

Les cols et les ventres de l’onduloı̈de de la figure sont donnés par les deux solutions de cette équation

r±(θ) =
R

2

(
sin θ ±

√
sin2 θ − 4a/R

)
(278)

qui se raccordent lorsque θ est à égal à l’une ou l’autre des solutions

θ1 = (arcsin(4a/R))1/2 (279)

θ2 = π − (arcsin(4a/R))1/2 (280)

Le rayon du col et le rayon du ventre sont respectivement minimum et maximum pour θ = π/2,
c’est-à-dire que le rayon du col est supérieur à a, mais tend vers 0 avec a. Pour tracer la solution
comme en Fig. 3, on utilise la symétrie de révolution autour de l’axe z. L’eq. (278) donne la distance
r(θ) en fonction de l’angle θ variant sur l’intervalle [θ1, θ2]. Finalement, pour obtenir la surface en
représentation paramétrée, il suffit d’utiliser la définition dz/dr = − tan θ pour avoir z(θ). La surface
est donnée en coordonnées cylindriques par

(r(θ) cosϕ, r(θ) sinϕ, z(θ)) (281)

où 2

z± =
R

2

[
− cos θ ±

∫ θ

θ1

du
sin2 u[

sin2 u− 4a/R
]1/2

]
(282)

Il est intéressant de comparer les variations de l’angle de la normale θ en fonction de r. La figure
ci-dessous correspond au cas où le rapport a/R est 0.1. Lorsque r est grand devant la, nous avons

sin θ ≈ r

R
(283)

C’est-à-dire que les ventres ressemblent à la forme d’une sphère de rayon R. Par contre, lorsque r est
petit devant R, nous avons

sin θ ≈ a

r
(284)

2. Il est préférable d’utiliser un logiciel de calcul formel pour évaluer l’intégrale. On trouve le résultat à l’aide des fonctions
elliptiques de Jacobi.
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FIGURE 9. On a tracé en (a) la fonction a/x+ x/R lorsque a = 0.1 et R = 1. Cette fonction
donne le sinus de l’angle entre la normale et l’axe de symétrie (Cf. eq. (274). Elle atteint la
valeur 1 lorsque θ = π/2, c’est-à-dire au col et au ventre de la forme qui est tracée en (b).

et la forme ressemble donc à celle d’une caténoı̈de. La surface que nous obtenons est un cylindre
ondulant fait d’une succession de creux et de ventres. Dans la limite où a → 0+, la forme tend vers
un chapelet de sphères dont le rayon est exactement R. Le calcul de la courbure moyenne est donc
indépendant de la constante a, bien que les deux courbures en dépendent. Utilisant les définitions
(269) et (270), on trouve le long des méridiens et des parallèles

Cm = −a
r

2
+

1

R
(285)

Cp = +
a

r

2
+

1

R
(286)

La demi-somme des deux rayons de courbure est donc constante, mais chacune des courbures est
grande et de signe opposé. Dans la limite où a tend vers 0, la forme des ventres approche celle d’une
sphère. On a bien θ1,2 → 0, π, lorsque a→ 0 .

Il s’agit d’une surface de Delauney dont la génératrice est obtenue par la trace laissée par le
foyer d’une ellipse qui roule sans glisser sur un axe de symétrie. Cette famille de solutions illustre
l’une des propriétés importante de la courbure. En effet, il est tout à fait possible d’avoir des surfaces
≪ ondulées ≫ dont les cols sont très petits devant toutes les autres dimensions sans que la courbure
moyenne ne varie notablement. La classification des surfaces de courbure moyenne nulle ou constante
est un problème difficile et l’outil informatique est très utile (cf. paragraphe suivant). Nous voyons ici
le rôle essentiel que vont jouer les contraintes dans le choix des solutions. Les conditions sur l’aire
totale et la contrainte de volume constant vont, en effet, permettre de lever la dégénérescence des
solutions.

EXERCICE 3.4. On doit à Ken Brakke[?] d’avoir mis à la disposition de la communauté un programme
numérique permettant d’optimiser des surfaces sous différentes contraintes. Ce programme est disponible à
l’adresse suivante :
http ://www.susqu.edu/facstaff/b/brakke/evolver/. Evolver permet d’optimiser les formes en fonction des forces
calculées sur les vertex d’une surface triangularisée par des facettes dontla forme s’ajuste de façon interactive
pour que l’évolution de la surface au cours de l’optimisation garde un sens. La forme est calculée de façon
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itérative en descendant le long d’un profil de potentiel qui peut correspondre soit à une tension de surface, soit
à une énergie de flexion.

Les énergies et les contraintes dépendent du problème physique, et il est ici est utile de distinguer deux
classes de problèmes dont les solutions sont très différentes.

— Le problème de la CAPILLARITÉ. La forme d’une goutte liquide dépend de la tension de surface. Le
volume de la goutte est constant et la forme minimise l’aire de contact entre la phase liquide et la phase
vapeur. En l’absence de toute contrainte, comme la présence d’un substrat, la forme de la goutte est
sphérique. On retrouve ce résultat à partir de la loi de Laplace qui relie la différence de pression ∆p
entre l’intérieur et l’extérieur à la tension de surface σ

∆p = 2
σ

R
(287)

Comme ∆p est constant, le rayon de courbureR est constant et la forme est celle d’un hémisphère.
— Le problème des VÉSICULES. L’aire totale de la forme est ici constante, car la membrane phospholi-

pidique ne peut pas être étirée ou comprimée sans coût énergétique exorbitant. La forme d’équilibre
minimise une énergie de courbure sous les conditions sur les deux contraintes géométriques d’aire to-
tale et de volumes constants. Ces deux conditions sont déterminées au moment de la formation de la
vésicule et sont donc des données du problème. La forme d’équilibre n’est pas une sphère sauf si les
conditions de volume et d’aire totale sont bien choisies.

Evolver permet de traiter le deuxième cas. L’expérience numérique consiste à partir d’une forme simple, comme
un cube, et à laisser évoluer la forme dans la direction de la normale. Pour optimiser le carré de la courbure
moyenne, à volume et à aire totale constants, le fichier d’entrée doit comporter les instructions suivantes
#define VV 4*Pi/3 * RVˆ3 /* corresponding volume */
#define AA 4*Pi*RVˆ2 * (1+delta) /* and surface */
QUANTITY stnsq ENERGY method star_perp_sq_mean_curvature global
/* Minimise le carré de la courbure*/
QUANTITY the_area FIXED = AA method facet_area global
square_curvature .5 /* Fixe le module de flexion */
Quantity integrated_curvature fixed = xxx global_method mean_curvature_integral
/* Si l’integrale de la courbure moyenne est aussi fixée (Cf. plus loin ).
parameter Phi = 0 /* Parameter for weight of magnetic energy */
quantity Emag energy method facet_general_integral global
scalar_integrand: Phi/2 * x6ˆ2 / sqrt(x4ˆ2+x5ˆ2+x6ˆ2)
/* Pour que le vecteur normal ≪ préfère ≫ être parallèle à l’axe z */
...
normal_motion on
set vertex h_zero = xxx /* fixe la courbure spontanée - Cf. plus loin */

EXERCICE 3.5. Supposons que nous puissions couvrir la surface d’une vésicule à l’aide de particules
paramagnétiques et appliquons un champ H suivant la direction z. On montre alors que l’énergie de la forme
de la vésicule comprend à la fois un terme de courbure et un terme proportionnel au produit scalaire H.n̂ entre
le champ magnétique et la normale n̂.

Pour connaı̂tre les formes d’équilibre, nous rajoutons au fichier d’entrée d’Evolver l’énergie

−Φ

∫
dS H.n̂ (288)

en suivant les deux lignes commençant avec ≪Emag ≫. Pour Φ = 0, la forme d’équilibre est une ellipsoı̈de
oblongue. Pour Φ > 0 le vecteur normal préfère être orienté suivant z et la forme d’équilibre est une ellipsoı̈de
prolate (Cf. Fig. 288).

4. Élasticité de flexion

4.1. Elasticité d’une monocouche. Assimilons une monocouche à un milieu homogène. Nous pouvons
le fléchir en appliquant des efforts perpendiculairement aux sections droites terminales. Nous appliquons donc
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(a) (b) (c)

FIGURE 10. Exemple de figure d’équilibre à surface et volume constant. En (a), la forme est
une ellipsoı̈de oblate, alors que les cas (b) et (c) représentent les vues de dessus et de côté d’une
ellipsoı̈de prolate. La forme (a) minimise l’énergie de courbure. Pour obtenir la forme (b), on
a rajouté un terme d’énergie magnétique qui couple la normale bn à un champ suivant l’axe z
(Cf. Eq. (288)).

un couple C et nous désirons calculer l’énergie potentielle du milieu lorsque son épaisseur est petite devant son
rayon de courbure R.

La déformation de l’angle des sections droite ϕ est proportionnelle au couple C et nous écrirons

C = κ
1

R
(289)

où κ est la constante élastique de flexion 3. L’épaisseur étant supposée petite devant le rayon de courbure, le
produit ϕR donne l’élément d’arc ds

ϕR = ds (290)
Le travail qu’il faut dépenser pour déformer le système d’un angle ϕ à ϕ+ dϕ est

Cdϕ =
κ

R
dϕ =

κds

R
d

[
1

R

]
(291)

car la déformation a lieu à élément d’arc ds constant. Nous pouvons donc calculer le travail qu’il faut dépenser
pour amener la courbure de 0 à sa valeur finale comme

dW = κds

∫ 1/R

0

1

R
d

[
1

R

]
=
B

2

ds

R2
(292)

et l’énergie pour une longueur l de la section est

W =
κ

2

∫ l

0
ds

1

R2
(293)

Le carré de la courbure apparaı̂t pour des raisons de symétrie. Si la monocouche est plane à l’état naturel, la
fléchir dans le sens des ϕ positifs ou ϕ négatifs coûte la même énergie. D’où le carré.

Pour une surface, nous écrirons donc

W =
κ

2

∫
dS (c1 + c2)

2 (294)

GÉNÉRALISATION. Cette formule se généralise au cas où le milieu a une courbure naturelle R0 qui sert
alors de référence

W =
κ

2

∫ l

0
ds

(
1

R
− 1

R0

)2

(295)

3. En résistance des matériaux, le produit du module d’Young par le moment d’inertie donne cette constante élastique



98 3. PHYSIQUE DES MEMBRANES

et pour une surface nous écrirons

W =
κ

2

∫
dS (c1 + c2 − c0)

2 (296)

4.2. Une approche très simple du hamiltonien de courbure. Il est intéressant d’obtenir l’énergie poten-
tielle de flexion (294) à partir d’un développement plus microscopique. Revenons au schéma d’une monocouche
avec un volume v par phospholipide. Chaque tête polaire occupe une aire a constante, car les têtes polaires étant
chargées, le interactions sont fortes et a ne varie pas à toutes fins pratiques. Nous supposerons donc que le vo-
lume v reste constant au cours des déformations. Si h est l’épaisseur de la monocouche, nous avons v = ah.
Pour maintenir le volume par tête polaire à une valeur constante, l’épaisseur h doit s’ajuster à la courbure avec
h(H).

Dans l’état plan, nous avons donc une valeur h0 de h qui sert de référence :

v = ah0 (297)

L’énergie élastique par phospholipide varie peu pour de petites variation de h. Nous pouvons supposer une
énergie quadratique :

E =
1

2
k (h− h0)

2 (298)

où k est une constante élastique par molécule : E traduit le coût énergétique pour que les chaines des phospho-
lipides sont compressées ou étirées. Reste à calculer la longueur h après flexion de courbure moyenne H .

Nous considérons deux sphères concentriques de rayon R et R + h et nous calculons le volume délimité
par les deux rayons par unité d’aire de la sphère de rayon R

4/3π (R+ h)3 − 4/3πR3

4πR2
= h

(
1 + hH + o(h2)

)
(299)

car H = 1/R pour une sphère. Cette formule reste valable pour des surfaces arbitraires à condition que nous
puissions négliger les termes d’ordre supérieur en h. Nous trouvons donc le volume par tête polaire en fonction
de son développement limité

v = ah
(
1 + hH + o(h2)

)
(300)

Cette équation permet de calculer h de façon perturbative

h =
v

a

(
1−H

v

a
+ . . .

)
(301)

et utilisant h0 = v/a, nous retrouvons bien que l’énergie par tête polaire est fonction du carré de la courbure

E =
1

2
kh40H

2 (302)

4.3. Élasticité d’une bicouche. Les forces de Van der Waals permettent aux deux monocouches en re-
gard de former une ensemble élastique où chacune des monocouches peut glisser l’une sur l’autre. L’énergie
potentielle de flexion de l’ensemble est fonction de l’énergie élastique de chacune des monocouches.

4.3.1. Le modèle le plus simple. Le modèle le plus simple a été introduit par W. Helfrich[?] et P. B.
Canham[?]. Il décrit une bicouche à partir d’un hamiltonien de flexion avec une constante élastique κ de l’ordre
de 20 à 40kBT

E =
κ

2

∫
dS (c1 + c2 − c0)

2 (303)

Le terme c0 est une courbure spontanée qui caractérise un état de référence d’énergie nulle. Son origine phy-
sique est moléculaire. En effet, les deux monocouches de la membrane ne sont pas nécessairement symétriques
et leur composition chimique peut être différente. Cette asymétrie d’origine chimique est ici traduite dans un
formalisme où la symétrie entre l’extérieur et l’intérieur de la vésicule est BRISÉE par H0, car l’énergie poten-
tielle n’est pas invariante lorsque le signe de la courbure est inversé. Par exemple, les phospholipides de type
PE (voir Fig. 2) sont coniques et préfèrent une courbure négative.
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REMARQUE. Lorsque la courbure spontanée H0 est nulle, l’énergie de flexion est invariante d’échelle.
En effet, une sphère de rayon R a une énergie de flexion 2πκ quelque soit son rayon. Il s’agit d’un effet
caractéristique de la géométrie bi-dimensionnelle des surfaces. Pour un fil 1-d, l’énergie de flexion du chapitre
précédent dépend de la longueur de fil.

PROPRIÉTÉ 4.1. Si nous négligeons les fluctuatuations thermiques, la forme d’une vésicule résulte de la
minimisation d’une énergie potentielle élastique sous un ensemble de contraintes. Le modèle le plus simple
revient à chercher les formes d’équilibre qui minimise l’énergie de Canham-Helfrich (303) sous les contraintes
de volume total V et de surface totale S constants. Pour chaque valeur du volume et de la surface, il existe
différentes familles de solutions qui minimisent l’énergie.

La sphère étant la forme qui minimise la surface à volume donné, il estnaturel d’introduire un paramètre qui
caractérise le dégonflement de la vésicule. Définissons le volume réduit ∆ comme un paramètre sans dimension

∆ = 6π1/2
V

S
(304)

On vérifie facilement que ∆ = 1 pour une sphère. Pour toutes les autres formes d’équilibre, ∆ < 1 et ∆ sera
d’autant plus petit que la forme d’équilibre sera dégonflée.

PROPRIÉTÉ 4.2. L’énergie de flexion ne prend pas en compte la nature bilame de la bicouche. Le paramètre
de courbure spontanée traduit un asymétrie moléculaire entre les deux monocouches, mais il est nécessaire
d’introduire une élasticité différentielle entre les deux monocouches[?] afin de traduire les effets bilame

Introduisons une différence d’aires entre l’extrados et l’intrados

∆A =

∫
dS (ϕ+ − ϕ−) (305)

où ϕ+ et ϕ− sont les factions de surface rapportées à la surface neutre occupées par les phospholipides de
l’extrados et de l’intrados. Dans un état parfaitement relaxé, ∆A = ∆A0 et le paramètre ∆A0 traduit la
tendance naturelle à être courbé dans le sens convexe ou concave suivant le nombre de phospholipides. Le
modèle A.D.E. suppose que ∆A n’est pas exactement ∆A0, mais qu’il peut s’ajuster à la forme. Dans ce cas,
l’énergie potentielle dont la minimisation donne les familles de forme d’équilibre n’est pas la fonctionnelle
(303), mais la suivante

EADE =
κ

2

∫
dS (c1 + c2 − c0)

2 +
πκ̄

Ad2
(∆A−∆A0)

2 (306)

où κ̄ est un module élastique de même ordre de grandeur que le module de flexion κ. Dans la littérature, ce
modèle est appelé modèle A.D.E. pour ≪ area differential expansivity ≫.

La courbure spontanée c0 et la différence d’aire relaxée ∆A0 jouent toutes les deux dans le même sens.
Lorsqu’elles sont toutes les deux positives, le minimum d’énergie potentielle est une sphère dont le rayon R
s’ajuste en fonction de l’un ou l’autre terme. Suivant le cas

1

R
=
c0
2

(307)

ou

∆A0 = d

∫
dS (c1 + c2) = 8πRd (308)

Pour avoir une idée des ordres de grandeurs, développons l’énergie potentielle A.D.E. À un terme constant
près proportionnel à la surface

EADE =
κ

2

[∫
dS (c1 + c2)

2 +
απ

A
[(c1 + c2)]

2 −
(
c0 +

απ

Ad
∆A0

)∫
dS (c1 + c2)

]
(309)

où α = κ̄/κ est une constante de l’ordre de l’unité. On constate donc que la courbure spontanée n’apparaı̂t
que dans la combinaison

c0 +
απ

Ad
∆A0 (310)
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ce qui permet de définir une différence d’aire effective
¯∆A0

A
=

∆A0

A
+
c0d

πα
(311)

CONCLUSION : l’une ou l’autre des équations (310) ou (311) permet de calculer une différence d’aire en
fonction d’une courbure spontanée et vice et versa. À titre d’exemple, on peut facilement calculer qu’un ac-
croissement d’aire relative de 1% correspond à une courbure spontanée d’environ 3µm−1, ce qui est un effet
très important à l’échelle d’une vésicule de quelques dizaines de micromètres. L’amplification de la différence
d’aire relative entre les deux monocouches est due à la présence du facteur 1/d dans l’équation (310). Cette
différence d’aire peut être changée en variant, par exemple, les conditions salines de la solution qui écrantent
l’énergie électrostatique entre les têtes polaires. De son côté, le terme de courbure spontané est présent dès que
la composition chimique du feuillet externe diffère de celle du feuillet interne. C’est ce qui est habituellement
le cas dans les membranes biologiques.

4.4. Bourgeonnement - Osculation. La forme d’une vésicule optimise une énergie de courbure sous un
ensemble de contraintes. Contentons-nous ici de travailler dans le modèle le plus simple d’une courbure spon-
tanée c0 dont l’ordre de grandeur est choisi de telle sorte que 1/c0 est inférieur au rayon caratéristique de la
vésicule.

Il est possible de définir un coefficient de dilatation thermique à volume constant pour une membrane :

β =
1

A0

dA

dT
(312)

dont la valeur, par exemple, pour SOPC est approximativement 2.7 10−3K−1[?].En disposant d’une rampe
thermique, nous pouvons jouer sur le coefficient d’expansion thermique de la membrane phospholipidique et
augmenter l’aire de la vésicule tout en maintenant son volume constant. Que se passe-t-il ? Lorsque l’excès de
surface est faible, c’est-à-dire ∆ proche de 1 par valeur inférieure, la forme est une ellipsoı̈de oblongue. Son
aire est alors donnée par 4πR2

0 (1 + ∆) où R0 fixe le volume de réference 4/3πR3
0 qui reste invariant au fur et

à mesure que la température est augmentée. La forme prise par la vésicule au fur et à mesure que l’aire croı̂t est
le problème qui nous intéresse ici.

L’existence d’une courbure spontanée fixée par les conditions de préparation physico-chimiques est ici
cruciale. Celle-ci fixe en effet un rayon caractéristique R0 donné par R0 = 2/c0. Une sphère de rayon R0 est
en fait un minimum absolu d’énergie, car son énergie est nulle :

E =
κ

2

∫
dS
(

2

R0
− c0

)2

= 0 (313)

Nous pouvons ainsi ≪ rajouter ≫ à une vésicule-mère un bourgeon sphérique de rayon R0 sans coût d’énergie à
condition que l’aire totale de la vésicule soit suffisante, c’est-à-dire que l’excès de surface ∆ soit suffisamment
petit pour permettre des déformations de forme de taille caractéristique R0. Ce raisonnement géométrique
simple permet de comprendre la nature du problème des changements de forme des vésicules, mais il ne permet
pas de définir avec précision l’évolution des formes au voisinage des bifurcations.

La figure 11 est un minimum d’énergie de flexion lorsque l’excès d’aire est suffisant pour s’approcher
de la bifurcation de bourgeonnement où les deux formes sont en parfaite osculation. Au voisinage de cette
bifurcation, les deux sphères sont connectées par un col de taille a. Le point de bifurcation est donné par a = 0
où les deux formes peuvent être considérées en osculation du point de vue de la géométrie. La taille du col est
en fait fixée au niveau moléculaire et nous considérerons ici que les deux vésicules ne sont pas détachées. La
topologie de l’objet est donc toujours celle d’une sphère et l’intégrale de la courbure gaussienne est constante.

Nous pouvons nous intéresser à la forme du col qui rappelle celle d’une surface de courbure constante.
Lorsque l’excès d’aire croı̂t, le col se referme progressivement et les deux sphères sont en parfaite osculation.

Notons a le rayon du col et R1,2 les rayons des deux sphères lorsque a = 0. Dans la limite où a → 0, on
peut calculer l’énergie de courbure en fonction de a[?]

E(a) = E(a = 0) + 4πκa

(
c0 −

1

R1
− 1

R2

)
− 2π

(
1

R2
1

+
1

R2
2

)
a2 ln a+O(a2) (314)

Par conséquent, l’énergie s’annulle avec a qui joue ici le rôle d’un paramètre d’ordre dans une théorie effective
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(a) (b)

FIGURE 11. En (a), évolution des formes dans le modèle le plus simple de courbure spontanée.
En augmentant l’aire de la sphère tout maintenant son volume constant, on obtient une forme
en ellipsoı̈de. Lorsque l’excès d’aire est suffisant, le système minimise son énergie de courbure
en créant un bourgeon de taille R0 fixée par la courbure spontanée. En (b), forme d’équilibre
au voisinage de la bifurcation. Les deux sphères ne sont pas parfaitement en osculation. Cette
forme a été obtenue avec Evolver. La courbure spontanée c0 est ajustée de telle sorte que les
rayons des deux sphères diffèrent peu de la condition d’osculation (Cf. condition (316).

(a) (b)

FIGURE 12. Forme de la courbe d’énergie E(a) donnée par l’équation (314) dans le cas (a)
où le coefficient du terme linéaire est positif et (b) négatif. Dans le cas (b), le minimum est
atteint pour une valeur finie de a.

de Landau. Le deuxième terme étant toujours positif, tout est dans le signe du coefficient du terme linéaire en
a, terme qui est dominant dans la limite a→ 0 (Cf. Fig. 12(a)). Si celui-ci est positif, le minimum d’énergie est
obtenu pour a = 0. Si celui-ci est négatif, le minimum d’énergie est obtenu pour une valeur de a donnée par
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FIGURE 13. Schéma de la forme en haltère utilisée pour démontrer la condition d’osculation
(316). Les parties 1 et 4 sont des hémisphères de rayon R(a). Les parties 2 et 3 sont des
surfaces à courbure constante. Le rayon du col est fixé à a. Les condition de surface et de
volume déterminent la R(a) en fonction de a.

l’équation de minimisation de E(a) considérée comme fonction de a :

dE

da
= 0 (315)

Ce critère sur le signe du terme linéaire fixe donc la condition d’osculation sur le rayon des deux sphères dans
la limite a→ 0 :

1

R1
+

1

R2
− c0 = 0 (316)

REMARQUE. La condition d’osculation (316) eut être démontrée utilisant la paramétrisation suivante. Pour
simplifier l’algèbre, nous considérons le cas où les deux sphères en osculation ont même rayon R(a = 0). La
forme est celle de l’haltère de la figure 4.4 et nous la divisons en quatre parties :

(1) les deux pôles 1 et 4 de l’haltère sont deux hémisphères de rayon R ;

(2) les cols de 2 et 3 sont des sufaces à courbure constante où l’angle de la normale avec l’axe de symétrie
est paramétrisée par

sin θ =
1

R+ a

(
r +

Ra

r

)
(317)

L’angle θ est donc continu aux points où r = R avec θ = π/2.

Le calcul des aires et des volumes est simple dans son principe. En s’aidant d’un logiciel de calcul formel,
le développement en fonction de a de l’aire du volume conduit aux expressions suivantes :

2S1 + 2S2 = 8πR2 + 4πaR2 +O(a2 ln(a))

2V1 + 2V2 =
8

3
πR3 + 4πaR2 +O(a2)

(318)
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car la forme est symétrique et les parties 1 et 4, ainsi que 2 et 3, sont équivalentes. La surface étant partout une
surface à courbure constante, le calcul de l’énergie de courbure est simple et, là encore, il suffit de se limiter
aux termes d’ordre dominant. Puisque :

E1(R, a) = πκ (2− C0(R+ a))2

E2(R, a) =
κ

2

(
2

R+ a
− c0

)2

S2

(319)

on trouve enfin :
E(R, a) = 2E1(R, a) + 2E2(R, a)

= 4πκ (2−Rc0)
2 + 2πκac0

(
Rc0 −

4

Rc0

)
+O(a2 ln(a/R)

(320)

Exprimons maintenant la conservation du volume en calculant R en fonction de a et exigeons que le volume
total soit celui des deux sphères en osculation de rayon R(a = 0). Écrivons R(a) = R(a = 0)+ δR, où δR est
d’ordre a. Utilisant (318)

3R(a = 0)2δR+ 3aR(a = 0)2 = R(a = 0)3 (321)

on trouve la condition δR = −a. Nous pouvons alors calculer l’énergie en fonction de rayon du col a à partir
de l’expression de l’énergie (320) où R est remplacé par R(a = 0) + δR :

E(a) = E(a = 0) + 4πκ

(
c0 −

2

R(a = 0)

)
(322)

qui est bien le résultat de l’équation (314) lorsque nous nous limitons au terme d’ordre le plus bas et lorsque
les deux sphères ont même rayon R1 = R2 = R(a = 0).

4.5. Transitions de phase et forme des vésicules.

4.6. Le problème de la forme des globules rouges. Dans des conditions physiologiques, la forme nor-
male d’un globule rouge est un discocyte biconcave d’environ 8µm de diamètre. On sait que de nombreux
agents, molécules amphipathiques 4 anioniques ou cationiques, différente salinités, des variations de pH, ou un
appauvrissement des stocks d’ATP, modifient de façon réversible leur forme.

Les cellules rouges, ou ERYTHROCYTES, sont des membranes composites comprenant une membrane
phospholipidique, dont la composition chimique est complexe. Son module de courbure varie fortement en
fonction de cette composition. Un squelette de spectrine vient s’ancrer de façon spécifique à cette membrane.
La spectrine est une protéine flexible d’environ 100nm qui forme un réseau triangulaire en s’associant avec de
l’actine. La membrane adhère au réseau de spectrine par des protéines spécifiques, et il est probable que la force
d’adhérence entre les deux est régulée de façon dynamique par un jeu de phosphorilation-dephosphorilation.
Un appauvrissement en ATP conduit, en effet, à une plus grande rigidité de la membrane.

L’élasticité de cette membrane composite est donc caractérisée par les trois modes de la théorie élastique
des coques. La membrane, elle-même, donne la résistance à la flexion. Le cytosquelette de spectrine résiste au
cisaillement et à la compression. Les valeurs des modules élastiques du réseau de spectrine sont remarquables,
car la résistance à la compression est beaucoup plus importante que la résistance au cisaillement. Les cinq
ordres de grandeur entre les deux modules montrent que le cytosquelette de spectrine est un système très fragile
sur lequel les mesures de micro-mécaniques sont en fait délicates.

TABLE 2. Valeur des constantes élastiques pour une cellule rouge dans des condition physiologiques.

Cisaillement Compression
dyn/cm dyn/cm

Polyéthylène 3 102 5 103

Erythrocyte 6 10−3 103

4. Se dit d’une molécule qui contient une région polaire et une région non-polaire
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the tangent to the meridional vesicle trace at the location of
the phase boundary is critically influenced by the difference
between Ld and Lo phase of Gaussian bending moduli. This
tangent direction can be accurately determined from the
vesicle shown in Fig. 2 A, but can only be estimated in
vesicles depicted in Fig. 2, D and G. We therefore focus our
quantitative discussion on the vesicle shown in Fig. 2 A, and
discuss the shapes of vesicles in Fig. 2, D and G, in
a qualitative manner.
The coordinates of the vesicle shown in Fig. 2 A were

mapped by a tracing algorithm (5), at 2150 data points with
equal arc length increments. The total arc length of the
meridional section was 78.5 mm. To allow for convenient
comparison between experimental vesicle and simulated
vesicle shapes, the total vesicle area, A, was determined from
the trace using

AðsÞ ¼ 2p

Z s

0

rðsÞds; (8)

where integration is performed from north pole to the vesicle
south pole. An area A $ 1205 mm2 was obtained, leading to

a radius of an undeformed sphere with the same area, Ro $
9.8 mm. From this radius and the measured vesicle volume,
V, the reduced volume was calculated from

y ¼ V

4p=3ð ÞR3

0

; (9)

which resulted in y $ 0.76. The vesicle coordinates were
normalized to the area of the unit sphere: these normalized
coordinates are shown in Fig. 3 A. Fig. 3 B depicts tangent
angles to the meridional trace, as a function of arc length,
measured clockwise from the north pole of the vesicle (see
Fig. 1). The dimensionless arc length of Fig. 3 B can be
converted to physical units by multiplying with a factor of
78.5 mm/8.01ffi 10.2 mm. By definition, the derivative of the
tangent angle with respect to arc length is the meridional
curvature, cm ¼ &c9. The experimental vesicle shape with
line tension shown in Fig. 2 A is significantly deformed from
the equilibrium shape of a vesicle with a homogenous mem-
brane and with the same reduced volume y $ 0.76 (compare
Fig. 4 B, leftmost vesicle shape). High reverse meridional
curvature is found in a region near the phase boundary,
whereas the vesicle shape outside this boundary layer shows

FIGURE 2 Two photon microscopy images

of axially symmetric vesicles with fluid phase
coexistence. (A, D, and G) Merged imaging

channels. (Red, Ld phase, fluorescence dye

lissamine rhodamine DPPE; blue, Lo phase,

fluorescence dye perylene.) Vesicle compositions
are, as mole fractions of egg SM, DOPC, and

cholesterol, respectively, 0.615:0.135:0.25 (A–C,
this vesicle was imaged at a temperature of

30!C), 0.584:0.103:0.313 (D–F), and 0.25:0.5:
0.25 (G–I), these vesicles were imaged at 23!C.
(B, E, and H) Red channel. (C, F, and I) Blue
channel. Scale bar is 5 mm.
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FIGURE 14. Imagerie bi-photonique d’une coexistence de phase entre un phase liquide or-
donnée et une phase liquide désordonnée dans la membrane d’une vésicule. Il s’agit en fait
d’un mélange ternaire de deux types de phospholipides dont les chaı̂nes ont des longueurs
différentes avec du choslesterol. Les domaines des deux phases sont imagés à l’aide de chro-
mophores qui ont des affinités très différentes pour les deux phases. Les 3 vésicules corres-
pondent à des fractions d’aire occupées par les deux phases différentes. Les colonnes 2 et 3
sont des expériences où seul l’un des deux domaines est imagé. D’après[?] .

Ces coefficients élastiques ont récemment été mesurés avec précision. Dans l’expérience de référence [?],
on ≪ colle ≫ des billes à un globule. Chaque bille est ensuite piégée dans une pince optique et elle ensuite
utilisée comme poignées pour tirer sur la membrane. Pour mesurer les constantes élastique du cyotosquelette
de spectrine, on dissous la membrane à l’aide d’un détergent. Une fois l’appareil calibré, on mesure à la fois
les forces et les déformations, ce qui permet de remonter aux coefficients élastiques de cisaillement µs et de
compression µc dans le repère où le tenseur des efforts [σ] est diagonal

σxx = µc (uxx + uyy) + µs (uxx − uyy)

σyy = µc (uxx + uyy)− µs (uxx − uyy) (323)
σxy = 2µcuxy = 0

La valeur très faible du coefficient de cisaillement explique pourquoi les globules rouges sont si déformables.
Comme pour les vésicules, leur surface est rugueuse en raison des fluctuations thermiques associées aux modes
de flexion [?] et ce phénomène de scintillement est tout à fait visible au microscope.

Dans le cas où les déformations sont faibles, nous négligeons l’élasticité du réseau de spectrine. La forme
d’un globule rouge est alors déterminée par une combinaison des deux paramètres du modèle A.D.E., la cour-
bure spontanée c0 et une différence d’aire ∆A0. Incorporer des phospholipides exogènes dans la bicouche varie
ce dernier paramètre et provoque des changements de forme. En effet, l’addition de nouveaux phospholipides
ne se répartie pas uniformément entre les deux monocouches, car le mécanisme de ≪ flip-flop ≫ n’est pas un
mécanisme passif qui permet d’équilibrer la différence d’aire entre les deux monocouches. L’addition de cho-
lesterol qui préfère la monocouche externe accroı̂t donc la différence d’aire et conduit à une valeur ∆A0 > 0.
Un appauvrissement en cholesterol aura un effet contraire avec ∆A0 < 0. Des effets analogues peuvent être
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whenever the membrane is not flat, a purely geometrical differ-
ence !A is induced between the areas of the inner and outer
leaflets. If !A is not identical to !A0, then elastic energy is

required to make them conform. The shape–free–energy func-
tional that incorporates these two effects is

FADE"S# !
"b

2 !
S

dA$2H # C0%
2 $

"!
2

%

AD2 $!A # !A0%
2, [1]

where D is the membrane thickness," A is the membrane area, "b
and "! are known bending elastic moduli, and the integral is over
the surface S of the closed vesicle. Eq. 1 defines the so-called
area–difference–elasticity (ADE) model (13). Mechanically sta-
ble shapes of fixed area and volume correspond to constrained
energy minima. For appropriately chosen parameters, the ADE
model does exhibit discocytic shapes, which become unstable
and transform to stomatocytic shapes when !A0 is decreased,
in accordance with the bilayer-couple hypothesis. However,

"More precisely, D is the separation between the neutral surfaces of the two bilayer leaflets
and is assumed independent of bending. The neutral surface of the leaflet is the plane
about which the net bending moment caused by the stress profile vanishes.

Fig. 1. Representative shapes from the main stomatocyte–discocyte–
echinocyte sequence, including (top to bottom) stomatocyte III, II, and I;
discocyte; and echinocyte I, II, and III. (Left) Laboratory images reproduced
with permission from refs. 31 (Copyright 1956, Grune & Stratton), 32 (Copy-
right 1980, Academic Press), 33 (Copyright 1975, Biophysical Society), and 2
(Copyright 1973, Springer). (Right) Minimum-energy shapes calculated from
our model with v0 & 0.950 and !a0 of (top to bottom in percentages) '0.858,
'0.358, 0.072, 0.143, 1.717, 1.788, and 2.003 with all other parameters re-
maining fixed.

Fig. 2. A sample of observed non-main-sequence shapes, including (top to
bottom) nonaxisymmetric discocyte, stomatocyte with triangular mouth, and
knizocyte. (Left) Laboratory images reproduced with permission from refs. 27
(Copyright 1981, Biophysical Society), 32 (Copyright 1980, Academic Press),
and 2 (Copyright 1973, Springer). (Right) Minimum-energy shapes calculated
from our model with values of v0 and !a0 of 0.989 and 0.215%, 0.950 and
'0.858%, and 1.000 and 1.144% (from top to bottom) with all other param-
eters remaining fixed.
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whenever the membrane is not flat, a purely geometrical differ-
ence !A is induced between the areas of the inner and outer
leaflets. If !A is not identical to !A0, then elastic energy is

required to make them conform. The shape–free–energy func-
tional that incorporates these two effects is

FADE"S# !
"b

2 !
S

dA$2H # C0%
2 $

"!
2

%

AD2 $!A # !A0%
2, [1]

where D is the membrane thickness," A is the membrane area, "b
and "! are known bending elastic moduli, and the integral is over
the surface S of the closed vesicle. Eq. 1 defines the so-called
area–difference–elasticity (ADE) model (13). Mechanically sta-
ble shapes of fixed area and volume correspond to constrained
energy minima. For appropriately chosen parameters, the ADE
model does exhibit discocytic shapes, which become unstable
and transform to stomatocytic shapes when !A0 is decreased,
in accordance with the bilayer-couple hypothesis. However,

"More precisely, D is the separation between the neutral surfaces of the two bilayer leaflets
and is assumed independent of bending. The neutral surface of the leaflet is the plane
about which the net bending moment caused by the stress profile vanishes.

Fig. 1. Representative shapes from the main stomatocyte–discocyte–
echinocyte sequence, including (top to bottom) stomatocyte III, II, and I;
discocyte; and echinocyte I, II, and III. (Left) Laboratory images reproduced
with permission from refs. 31 (Copyright 1956, Grune & Stratton), 32 (Copy-
right 1980, Academic Press), 33 (Copyright 1975, Biophysical Society), and 2
(Copyright 1973, Springer). (Right) Minimum-energy shapes calculated from
our model with v0 & 0.950 and !a0 of (top to bottom in percentages) '0.858,
'0.358, 0.072, 0.143, 1.717, 1.788, and 2.003 with all other parameters re-
maining fixed.

Fig. 2. A sample of observed non-main-sequence shapes, including (top to
bottom) nonaxisymmetric discocyte, stomatocyte with triangular mouth, and
knizocyte. (Left) Laboratory images reproduced with permission from refs. 27
(Copyright 1981, Biophysical Society), 32 (Copyright 1980, Academic Press),
and 2 (Copyright 1973, Springer). (Right) Minimum-energy shapes calculated
from our model with values of v0 and !a0 of 0.989 and 0.215%, 0.950 and
'0.858%, and 1.000 and 1.144% (from top to bottom) with all other param-
eters remaining fixed.
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FIGURE 15. La figure (a) présente un globule rouge dont la forme est un stomatocyte. Cette
forme est un minimum de l’énergie de courbure lorsque ∆A0 < 0. La forme (b) est une
forme en echinocyte. Cette forme n’est pas un minimum de l’énergie de courbure seule, car la
forme des spicules est déterminée par les efforts élastiques du réseau de spectrine. D’après la
réference [?].

inner leaflets produces a “bilayer couple” (Sheetz and

Singer, 1974) tending to make the membrane become con-

vex with the larger-area side on the outside of the convexity

(like a bimetallic strip). We assign to the modulus !! asso-
ciated with the ADE term a value of (Waugh and Bauser-

man, 1995) 1.27 ! 10"19 J. These terms taken together

constitute what is called the ADE model of the plasma

membrane. In addition, we represent the RBC membrane

skeleton as a two-dimensional elastic continuum character-

ized by a bulk stretching modulus K" and a shear modulus

# with # # 2.5 ! 10"6 J/m2 and K" # 3 # (see Discus-

sion). These two mechanical subsystems, constrained to the

same mathematical surface, will constitute our model of the

RBC shape at length scales above 100 nm (for full details,

see The Model).

The basic hypothesis of the mechanical approach is that

the observed RBC shapes must be shapes that minimize the

energy subject to appropriate constraints on volume and

area, i.e., that all the observed RBC shapes must emerge as

local energy minima of this model and that the observed

shape transformations must come about as a response of the

minimum-energy shapes to changes in the “control param-

eters,” which characterize the model. There are relatively

few such control parameters. In addition to the known area

and volume of the RBC, we include in the list the three

mechanical moduli noted above, the spontaneous curvature

C0, the relaxed area difference $A0 between the bilayer
leaflets, and parameters describing the effective relaxed size

and shape of the membrane skeleton. If all these control

parameters were known or easily measurable, we could

predict the stable RBC shapes using continuum mechanics.

The fact that they are not restricts us, as we shall see, to

somewhat more generic predictions.

This program has already been carried out, albeit in

somewhat restricted form, with respect to the discocyte and

stomatocyte shapes. The shapes and shape transitions of

laboratory-prepared fluid-phase phospholipid vesicles

(lacking any skeleton) have been successfully described by

the ADE model (Miao et al., 1994; Döbereiner et al., 1997).

In particular, plausible discocytic and stomatocytic shapes

do occur as energy-minimizing shapes of the ADE model.

Furthermore, the bilayer-couple mechanism (Sheetz and

Singer, 1974) accounts qualitatively for many of the chem-

ically induced discocyte-stomatocyte transitions observed in

the laboratory, in that stomatocytogenic agents tend to seg-

regate to the inner leaf of the bilayer, thus making $A0
negative and favoring the invaginated stomatocyte shape

(see more below). There has been discussion in the literature

of the way in which introducing the elastic energy of the

membrane skeleton modifies or improves the detailed pre-

diction for the shape of the normal resting discocyte (Zarda

et al., 1977; Evans and Skalak, 1980). However, most

treatments in the literature tend to regard the cytoskeletal

elastic energy as providing only perturbative modification

of the basic shapes, which emerge from the pure-bending-

energy model. We shall argue that this point of view fails

completely in describing echinocyte shapes.

Until recently, it was a major difficulty for a fully me-

chanical picture of the RBC shapes that echinocytic shapes

have not been found in the catalog of minimum-energy

shapes of the ADE model; however, several authors have

now pointed out what we believe is the correct resolution of

this problem (Waugh, 1996; Iglič, 1997; Iglič et al.,

1998a,b; Wortis, 1998). A pure-lipid vesicle with a suffi-

ciently positive spontaneous curvature (or, equivalently,

sufficiently large positive $A0) adopts a vesiculated or
budded shape, in which one or more quasispherical buds

appears on the outside of the main body of the vesicle,

attached to it via a narrow neck or necks (Fig. 1). Such

necks are allowed as low-energy structures for pure-lipid

vesicles, because the bending energy depends on the sum of

the two principal curvatures (see The Model), so that large

curvatures of opposite sign (characteristic of necks) can still

lead to a small mean curvature and, thus, to low energy

(Fourcade et al., 1994). But (and this is the crucial point)

small necks involve large elastic strains in the membrane

skeleton and are, thus, inhibited by elastic energy cost. It is

not surprising that they are not seen for undamaged RBCs.

What our calculations show is that the formation of echi-

nocytes is driven by positive C0 (equivalently, positive $A0)
and that the spiculated shapes seen in experiments can arise

from a competition between the bending energy of the

plasma membrane, which by itself would promote budding,

and the stretching and shear elastic energies of the mem-

brane skeleton, which prevent it. To make this more precise,

we note that the ratio of the bending modulus to the shear

modulus (or the stretching modulus) defines an elastic

length scale,

%el $ !!b
#
, (1)

which yields %el # 0.28 #m. We shall see below that this
number sets the scale of spicule size and, thus, fixes the

spicule density of the fully developed echinocyte (echino-

cyte III).

FIGURE 1 (a) Budded or vesiculated shape, which would be a low-

energy configuration of a lipid membrane without cytoskeleton at suffi-

ciently positive spontaneous curvature. (b) Spiculated shape into which (a)

is transformed by the elastic-energy cost of cytoskeletal deformations in

the high-shear neck regions.
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FIGURE 16. Formes de minimum d’énergie lorsque la courbure spontanée effective est posi-
tive. La figure (a) correspond à l’énergie de courbure. La sphère est décorée par des bourgeons
de forme sphérique. En (b), les auteurs de la référence [?] ont tenu compte de l’énergie élastique
du cytosquelette de spectrine qui résiste à la fermeture du col de bourgeons. La forme calculée
donne alors des spicules.

obtenus avec des phospholipides chargés. Pour des raisons électrostatiques, les cations s’enchasseront de façon
préférentielle dans la monocouche externe, alors que la monocouche interne incorporera des composés anio-
niques.

Ces changements de forme sont observés dans les laboratoires. Décroı̂tre l’aire du feuillet interne par rap-
port à celle du feuillet interne donne un forme de type stomatcyte (Cf. Fig (15)). D’un autre côté, accroı̂tre l’aire
du feuillet externe par rapport à celle du feuillet interne favorise les courbures positives. Les formes observées
sont alors du type echynocyte avec des spicules régulièrement espacées sur la sphère mère. De telles formes ne
peuvent être expliquées dans le cadre des modèles de membrane.

Inclure une courbure spontanée positive ou une différence d’aire suffisamment grande conduit des formes
d’énergie minimale semblable à la Fig. 4.6 (a). La sphère-mère est décorée par des bourgeons sphériques. En
raison de la courbure spontanée effective, ils ont une énergie nulle. Dans un modèle de membrane, la taille
de chaque col connectant une sphérule à la sphère-mère est fixée par une coupure microscopique de taille
moléculaire. Comme le col est une surface presque minimale, son énergie de courbure est presque nulle. Cette
propriété n’est en fait vérifiée que parce que les membranes sont fluides. L’énergie élastique stockée dans
les modes de cisaillement est donc nulle, car les phospholipides sont capables de diffuser dans le plan de la
membrane. Dans le cas d’un globule rouge, le réseau de spectrine ancré à la membrane plasmique est solide : il
stocke une énergie de cisaillement qui résiste au pincement du col lorsque celui-ci se referme. Cette résistance
revient à appliquer une pression vers l’extérieur qui tend à évaser le col au niveau de la sphère mère.

Pour être plus précis, le rapport du coefficient de flexion sur le module élastique de courbure définit une
échelle de longueur caractéristique de l’ordre du cinquième de nano-mètre :

Λ =

√
κ

µ
≈ 0.28 nm (324)

qui fixe la taille caractéristique d’une spicule ou, si l’on veut, leur densité.
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FIGURE 17. Schéma de protéines asymétriques enchâssées dans la bicouche lipidique. Celles-
ci sont représentées sous une forme conique afin de souligner qu’elle préfèrent des courbures
positives ou négatives suivant le sens de la flèche.

4.7. Couplage courbure - impuretés. L’un des aspects intéressant des membranes est le couplage entre
la forme d’équilibre et la concentration des différentes espèces chimiques qui peuvent diffuser sur les deux
feuillets de la bicouche.

Nous considérons ici le cas où protéines asymétriques sont enchâssés dans la membrane. Celles-ci sont
représentées en Fig. 4.7 comme des cônes tronqués et, suivant leur orientation, elles favorisent des courbures
de signe opposé.

Il est préférable de distinguer concentration totale de protéines pointant dans la direction ↑ ou ↓
ϕ(r, t) = ϕ↑(r, t) + ϕ↓(r, t) (325)

de la concentration vectorielle
ψ(r, t) = ϕ↑(r, t)− ϕ↓(r, t) (326)

dont le signe change en inversant l’orientation de la normale. Les impuretés pouvant diffuser, leur concentration
dépend de la position r et on notera ϕ0 et ψ0 les valeurs moyennes prises sur la vésicule dans son ensemble.
Dans la représentation de Monge, la position de la membrane est représentée par la côte h(r). Comme la
géométrie bidimensionnelle ne fait ici que compliquer l’écriture, nous nous contenterons d’écrire x pour r.

Afin de décrire le couplage entre la courbure et les impuretés, nous écrivons le hamiltonien comme un
développement de Taylor à l’ordre le plus bas en fonction des trois variables h, ϕ, ψ. Dans l’esprit d’une théorie
de Landau, le Hamiltonien le plus général doit respecter les symétries du problème. Changer l’orientation de la
normale ne change rien aux propriétés physiques, mais ellle change le signe de h(x, t) et celui de ψ((x, t). En
d’autres mots, le Hamiltonien doit être invariant sous la substitution

(h, ϕ, ψ) → (−h, ϕ,−ψ) (327)

et les termes en ϕ∇h ou ϕ∆h sont donc proscrits, car ils ne respectent pas cette symétrie. Écrivons

H =
1

2

∫
dx
[
κ (∆h)2 + σ (∇h)2 + χ (ψ − ψ0)

2 − 2Ξψ∆h
]

(328)

où le premier terme est la courbure, le deuxième est la tension de surface, où le troisième pénalise tout écart de
ψ(x, t) par rapport à sa valeur moyenne et où, enfin, le quatrième est là, car aucune symétrie n’implique que Ξ
soit nul. Les termes en ϕ sont absents, car ils ne jouent aucun rôle à cet ordre 5

En raison de la diffusion des espèces chimiques, la concentration vectorielle ψ(x, t) s’ajuste à la courbure.
Minimisant par rapport à ψ, on trouve que la concentration vectorielle ≪suit ≫ ∇h comme :

ψe(x, t) = ψ0 +
Ξ

χ
∆h (329)

car les protéines vont diffuser sur la le membrane afin d’adapter la courbure à leur asymétrie intrinsèque. Ce
mécanisme peut conduire à une instabilité de la forme de la membrane. Utilisant la solution ψe(x, t) que nous

5. Le champ ϕ n’étant pas couplé à h, la minimisation de l’énergie par rapport à ϕ est indépendante de celle para rapport à h où à
ψ. On peut donc l’ignorer.
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venons de trouver, nous pouvons la substituer dans le Hamiltonien (??) avec une constante de flexion effective
κe

κe = κ− 2
Ξ2

χ
(330)

qui peut donc être négative si Ξ est suffisamment grand. Une constante de flexion négative est évidement le
signe d’une instabilité mécanique où la membrane ≪ pousse des pointes ≫ afin de s’adapter à la courbure
induite par les proteines.

4.8. Point de vue thermodynamique. Pour fixer les idées, il est utile d’expliciter des différents termes
d’énergie potentielle dans le formalisme la physique statistique. Nous suivons ici la référence [?]. Nous considérons
que l’énergie libre d’Helmholtz est uniquement fonction de la densité de masse ρ. Soit f(ρ) la densité d’énergie
libre locale. Le nombre de phospholipides est fixe et le système minimise

G =

∫
dS [f(ρ)− µρ] (331)

À l’équilibre, le système ajuste sa densité à ρ = ρ0 solution de
∂f

∂ρ
= µ (332)

Pour étudier les fluctuations au voisinage de l’équilibre, nous pouvons développer l’énergie en puissance de
ρ − ρ0. Le premier ordre est nécessairement nul, car c’est la condition d’équilibre en ρ0 nous poussons au
deuxième

G = σ

∫
dS +

1

2
χ−1
0

∫
dSδ (ρ)2 (333)

Par définition, le coefficient σ du premier terme est appelé tension de surface. Il est obtenu à partir de valeur à
l’équilibre

σ = f(ρ0)− µρ0 (334)
La pression bi-dimensionnelle dans le plan normal à la membrane est définie à partir de la condition thermody-
namique

p(ρ) = −
[
f(ρ)− ρ

∂f

∂ρ

]
(335)

Elle correspond aux efforts mécaniques qu’il faut appliquer sur une section droite pour maintenir la membrane
en équilibre mécanique. À l’équilibre, ρ = ρ0 et comme ∂f

∂ρ = µ pour ρ = ρ0, p = −σ(ρ0). Au voisinage de
l’équilibre, on retrouve que la pression s’ajuste aux écarts de concentration par rapport à ρ0.

p(ρ) = −σ − ρ0χ
−1
0 δρ (336)

Si la membrane n’est pas soumise à des efforts extérieurs, on parle de membrane libre. Le système ajuste la
densité de telle sorte que l’énergie libre d’Helmoltz soit minimum et nous avons

δG

δρ
= 0 (337)

Dans ce cas, la tension de surface σ est strictement nulle σ = 0. Si la densité est libre de varier autour de sa
valeur d’équilibre, la tension de surface mesure la capacité d’étirer la membrane à température nulle

σ = ρ0χ
−1
0 δρ = χ

∆A

A
(338)

où χ est le module de compressibilité par unité de surface. Les tensions de lyse des membranes usuelles sont
très faibles et elle sont pour ordre de grandeur quelques dyn cm−1 6.

L’énergie potentielle totale s’obtient en additionnant G au coût mécanique de flexion qu’il est nécessaire
de dépenser pour déformer la membrane. Dans le cas où nous prenons l’énergie libre de Canham-Helfrich

W = G+
1

2
κ

∫
dS (H −H0)

2 (339)

6. 1 dyn est égal à 105 N. Les tensions de Lyse sont donc typiquement de l’ordre de la dizaine de mN par nano-mètre.
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Dans les membranes, la constante de compressibilité est très grande et la densité de masse, ou l’aire par tête
polaire, ne varie pratiquement pas. Les termes d’étirement de la membrane seront alors négligés par la suite
devant les termes de flexion et nous supposerons que la forme des vésicules est obtenue à aire totale constante.

TABLE 3. Valeurs des constantes élastiques caractéristiques de compressibilité (χ), de cisaille-
ment (µ) et de flexion (κ).

Système χ en J.m2 µ en J.m2 κ en J
Globule rouge 10−5 10−5 30 10−20

Bicouches lipidiques 10−1 0 30 10−20

Acier 100 102 10−15

REMARQUE. La définition de la courbure en géométrie différentielle est un tenseur à deux dimensions qui
décrit comment varie la normale à la surface lorsqu’on parcourt le voisinage d’une point de la surface. Pour un
tenseur arbitraire, on peut construire deux quantités qui ne dépendent pas du système de coordonnées utilisé.
La courbure moyenne est le premier invariant et elle correspond à la trace de ce tenseur. Le deuxième invariant
est la courbure gaussienne que l’on construit à partir du déterminant. A priori, il faudrait tenir compte d’une
terme élastique supplémentaire où apparaı̂t le produit des deux rayons de courbure

κg

∫
dS 1

R1R2
(340)

Pour une surface fermée, c’est-à-dire sans bord, l’intégrale ne dépend que de la topologie et non de la forme
exacte. Une sphère ou une ellipsoı̈de donnent exactement le même résultat, mais l’intégrale est différente si on
se place sur un tore à un trou, voire sur un tore à deux trous comme un bouton. Le théorème de Gauss-Bonnet
montre en effet ∫

dS 1

R1R2
= 4π (1− g) (341)

où g est le nombre de trou. Nous nous intéresserons aux surfaces de topologie fixée, car il est extrêmement
difficile aux vésicule de la changer une fois qu’elle ont été assemblées. Dans chaque famille, ce terme est
constant et nous pouvons l’ignorer.

5. Membranes fluctuantes

5.1. Modes de fluctuation d’une membrane presque plane. Nous désirons étudier l’effet des fluctua-
tions thermiques sur la forme des membranes. Dans un premier temps, nous ignorons la viscosité du fluide et
nous nous limiterons aux fluctuations simples de flexion d’une membrane symétrique sans courbure spontanée
(H0 = 0).

La géométrie sphérique des vésicules rend les calculs difficiles, mais beaucoup d’effets observables peuvent
être étudiés dans une géométrie presque plane où un point de la membrane peut être représenté par sa côte
h(x, y) par rapport au plan de référence de coordonnées (x, y)

(x, y) → ((x, y, h(x, y))) (342)

ce qui permet de calculer les deux vecteurs tangents dans les directions ûx et ûy comme

tx =

(
1, 0,

∂h

∂x

)
(343)

ty =

(
0, 1,

∂h

∂y

)
(344)

L’élément de surface élémentaire est donc fonction du gradient si les fluctuations sont suffisamment douces

dS =
[
1 + (∇h)2

]1/2
dxdy ≈

[
1 +

1

2
(∇h)2

]
dxdy (345)
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alors que la courbure moyenne H dans cette approximation est le Laplacien

H =
∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
(346)

Sous l’effet des fluctuations thermiques, la membrane ondule et la variation d’énergie potentielle d’une fluctua-
tion est de l’ordre de kBT. Assimilons une fluctuation caractéristique comme une série de creux et de bosses de
rayon caractéristique R. L’énergie de courbure est dite invariante d’échelle, car pour une période d’ondulation
vue comme une hémisphère, l’énergie de flexion est indépendante du rayon

κ

2
2πR2 1

R2
(347)

Il faut donc s’attendre à retrouver toutes les longueurs d’onde dans le spectre des fluctuations, car leur coût par
unité de longueur d’onde est identique.

Comme d’habitude, les fluctuations sont décrites à partir des modes de Fourier. Nous simulons la forme
d’une vésicule en introduisant des conditions périodiques de période L dans le plan (x, y) de référence. En
deux dimensions, les coefficients de Fourier sont définis par

h̃q =

∫
d2xh(x, y) exp [−iq.r] avec r = xûx + yûy (348)

et

h(x, y) =
1

L2

∑
q

h̃q exp [iq.r] ≈
1

(2π)2

∫
d2q h̃q exp iq.r (349)

ce qui redonne bien

h (x, y) =
∑
q′

1

L2

∫
d2r exp

[
i
(
q.r− q′.r

)]
︸ ︷︷ ︸

L2δq−q′,0

h(u, v) = h(x, y) (350)

Les longueurs d’onde associées aux fluctuations ne peuvent être arbitrairement petite, car l’épaisseur de la
membrane impose un ≪ cut-off ≫ a en-deçà duquel l’élasticité de flexion n’est pas valable. La première zone
de Brilloin sera alors définie comme la couronne sphérique

2π

L
≤ |q| ≤ 2π

a
(351)

Introduisons l’échelle optique des grandes longueurs d’onde. Ce sont les fluctuations observables au micro-
scope, alors que les petites longueurs d’onde apparaissent lissées en-deçà de demi-longueur d’onde à laquelle
est faire l’observation. On décrit la membrane comme une membrane ≪ effective ≫ dont les fluctuations de
grande longueur d’ondes sont décrites par une énergie potentielle de flexion. Bien que la membrane microsco-
pique soit à toute fin incompressible, la membrane effective optique l’est. En appliquant un effort de traction sur
les frontières d’une membrane fluctuante, on déplie les fluctuations cachées dans les petites longueur d’onde
qui servent alors de réservoir. La membrane optique est donc décrite par une théorie effective où apparaı̂t une
tension de surface. Celle-ci sert de potentiel chimique, car il existe un coût par unité de surface pour déplier les
fluctuations cachées dans les petites échelles. Nous écrirons donc

H =
1

2
σ

∫
dS (∇h)2 + 1

2
κ

∫
dS
(
∆2h

)2 (352)

où le premier terme est l’excès de surface par rapport au plan de réference.

5.2. Distribution de probabilité des modes de fluctuation. La densité d’énergie potentielle est invariante
sous les translations d’espace, elle est donc diagonalisée en mode propre après transformation de Fourier. Nous
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avons

H = − 1

2L4
σ
∑
q,q′

∫
d2xq.q′ exp

[
i
(
q+ q′) .r]h̃qh̃q′ +

1

2L4
κ
∑
q,q′

∫
d2xq2.q′2 exp

[
i
(
q+ q′) .r]h̃qh̃q′

(353)

=
1

2L2

∑
q

(
σ + κq2

)
q2|h̃q|2

(354)

=
1

L2

∑
′
q

(
σ + κq2

)
q2|h̃q|2

(355)

où la dernière somme ne porte que sur les vecteur d’onde dont la composante qx est positive, qx > 0. En effet,
la côte h(x, y) étant réelle

h̃q = h̃⋆−q (356)

et les modes h̃q et h̃−q ne sont pas indépendants. Les fluctuations de la membrane sont donc caractérisées par
la distribution des amplitudes h̃q avec la distribution conjointe

P
(
. . . , h̃q, . . .

)
=
∏
q

′P
(
h̃q

)
(357)

avec

P(h̃q) = Aq exp

[
−q

2
(
σ + κq2

)
L2kBT

]
(358)

où Aq est une constante de normalisation calculée à partir de la condition∫
dh̃qP

(
h̃q

)
= 1 (359)

5.3. Excès d’aire distribué dans les fluctuations.

< |h̃q|2 >=<
[
Re h̃q

]2
+
[
Im h̃q

]2
> = 2 <

[
Re h̃q

]2
> (360)

=
L2kBT

q2 (σ + κq2)
(361)

avec
< h̃qh̃q′ >= 0 si q+ q′ ̸= 0 (362)

Les valeurs moyennes de tous les observables découlent de (360). On calcule en particulier l’excès d’aire par
rapport au plan de référence

< ∆A > =<

∫
d2x

1

2
(∇h)2 > (363)

=
1

L2

∑
q

q2|h̃q|2 (364)

=
L2

2 (2π)2

∫
d2q

kBT

σ + κq2
(365)

soit
∆A

A
=

kBT

8πκ
ln
σ + κ (π/a)2

σ + κ (π/L)2
(366)

avec A = L2. Dans le régime qui nous intéresse

κ
(π
L

)2
≪ σ ≪ σ0

def
= κ

(π
a

)2
(367)
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FIGURE 18. On représente les fluctuations d’une membrane à différentes échelles. Un zoom
optique permet de distinguer les fluctuations de longueur d’onde de plus en plus petites.
Lorsque le grossissement du zoom n’est pas suffisant, les fluctuations des petites échelles ne
sont pas observables et les ondulations sont lissées. Augmentant le grossissement du zoom,
l’amplitude des fluctuations de longueur d’onde de plus en plus petite apparaı̂t. On peut
représenter la longueur d’onde de coupure comme le grossissement maximum imposé par les
limites du microscope mais qui ne permet pas l’observation aux toutes petites échelles.

et on trouve que la quantité d’excès de l’aire absorbée dans les fluctuations thermiques décroı̂t de façon loga-
rithmique avec la tension σ

∆A

A
=

kBT

8πκ
ln
σ0
σ

− σ

χ
(368)

où nous avons rajouter à la main le dernier membre pour tenir compte de la compressibilité de la membrane qui
doit être mesurée lorsque les tensions sont suffisamment importantes.

CONCLUSION : on peut interpréter l’équation précédente comme une équation qui définit la tension de
surface σ en fonction de l’aire ∆A. L’origine de la tension de surface est alors double. D’un part, elle présente
un caractère entropique dû aux fluctuations thermiques. D’autre part, elle a un caractère enthalpique, car elle
dépend de la compressibilité mécanique χ.

5.4. Qu’est-ce qu’une théorie effective? Par principe, toutes fluctuations de longueur d’onde arbitraire
ne sont pas observables à l’aide d’un microscope optique (Cf. Fig. 18). Il existe toujours une longueur d’onde
de coupure de l’ordre de λ qui fixe un seuil en-deçà duquel des objets ne sont plus discernables, ce qui se
traduit par un effet de moyenne à cette longueur d’onde. Dans le domaine optique, λ est de l’ordre de 6000 Å et
toutes les ondulations de taille inférieure à cette longueur d’onde de coupure apparaissent comme lissées lors
des observations.

L’observation expérimentale ne permet donc pas d’analyser une membrane fluctuante à toutes les échelles
sous l’effet de l’agitation thermique, mais une membrane ≪ effective ≫ où les effets des fluctuations de petites
échelles sont moyennées. Si nous pouvons décrire ces observables à l’aide de coefficients élastiques effec-
tifs, comme par exemple un module de flexion, on parlera de coefficients élastiques RENORMALISÉS par les
fluctuations de petites longueurs d’onde. L’expérience permet de déterminer ces coefficients effectifs, mais,
en règle générale, elle ne permet pas d’avoir accès aux coefficients nus qui, eux, seraient valables aux toutes
petites échelles. On s’attend en particulier qu’un membrane fluctuante possède une tension de surface appa-
rente différente du module d’étirement. En effet, en appliquant une tension sur une membrane fluctuante, nous
pouvons facilement faire varier l’aire apparente représentée par l’aire projetée de la figure 5.4, car la tension
appliquée au deux bords ne sonde que les fluctuations de petites longueurs d’onde en les ≪ repassant ≫.

Décrivons les excursions de la membrane par la côte h(x, y) rapportée par rapport au plan x, y. Imposons
des conditions aux limites périodiques, ce qui permet de définir les modes de Fourier h̃q. Séparons maintenant
les modes h̃q en deux composantes suivant que q est plus grand ou plus petit qu’une coupure arbitraire 2π/Λ.
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FIGURE 19. Schéma illustrant l’effet des fluctuations thermiques sur les coefficients élastiques
effectifs mesurés à des échelles suffisamment grandes. En appliquant un tension aux bords de
la membrane, on déplie l’aire cachée dans les fluctuations de petites longueurs d’onde. Le
système possède donc une tension de surface apparente qui tien compte de l’entropie associée
au modes de petites longueurs d’onde.

On peut toujours écrire :

h̃q = h̃>q + h̃<q (369)

avec la définition :
h̃<q = h̃q si |q| < 2π/Λ et 0 sinon

h̃>q = h̃q si |q| > 2π/Λ et 0 sinon
(370)

Comme l’observation optique intègre les fluctuations de petites longueur d’onde, définissons une fonction de
partition effective en intégrant sur les modes h̃<q :

Ze[h̃
>
q ] =

∫
D[h̃<q ] exp [−H[h̃>q , h̃

<
q ]/kBT] (371)

où le membre de gauche dépend nécessairement des modes h̃>q qui n’ont pas été intégrés.
Définissons maintenant une hamiltonien effectif en prenant le logarithme

He[h̃
>
q ] = −kBT lnZe[h̃

>
q ] (372)

Par construction, cet hamiltonien effectif dépend des fluctuations de grandes longueurs d’onde, mais il ne voit
les plus petites fluctuations qu’au travers de leur valeur moyenne thermique, car ils ont été ≪ intégrés ≫en
prenant la trace partielle dans (371)

Pousser le calcul jusqu’au bout, c’est se poser la question de la forme fonctionnelle du Hamiltonien renor-
malisé. Une fois que les modes de fluctuations microscopiques intégrés, peut-on toujours décrire les fluctuations
de grande longueur d’onde à l’aide d’une tension et d’un module de courbure effectif ?

He[h̃
>
q ] =

∫
d2q

(
σ(Λ) + κ(Λ)q2

)
q2|h̃q|2 + . . . ? (373)

Dans le cas d’une théorie gaussienne, la réponse est oui, car les modes de petites longueurs d’onde fluctuent
indépendamment des modes de grandes longueurs d’onde et nous avons

H[h̃q] = H[h̃>q ] +H[h̃<q ] (374)

et donc
He[h̃

>
q ] = H[h̃>q ] + FΛ (375)

où FΛ est la contribution à l’énergie libre contenue dans les modes de vecteurs d’onde inférieurs à 2π/Λ.
Autrement dit, la trace partielle de (372) laisse invariante la théorie gaussienne qui apparaı̂t comme un point

fixe. Dans le cas d’une théorie non-linéaire qui est nécessaire aux ordres supérieurs dans les déformations h(x),
la renormalisation est un procédé analytique qui permet de calculer comment l’effet de moyenne sur les petites
longueurs d’onde modifie la valeur des coefficients qui sont alors renormalisés par les fluctuations thermiques.

Mieux vaut ici se tourner vers l’analyse optique des modes de fluctuation d’une vésicule. Dans la limite
des grandes longueurs d’onde,la théorie gaussienne prévoit que l’amplitude des fluctuations varie comme la
puissance 4 du nombre d’onde

< |h̃q|2 >∝
kBT

κ(Λ)q4
(376)

Ce comportement a été vérifié depuis longtemps et les dernière mesures ont permis de vérifier cette prédiction
avec une grande précision[?] (Cf. Fig. (??).
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FIGURE 20. Analyse de contour d’une vésicule fluctuante. L’analyse vidéo permet de détecter
le contour avec une cadence de 25 images par seconde. La droite tracée sur une échelle semi-
logarithmique a une pente −4.

(a) (b)

FIGURE 21. Exemples d’aspiration d’une vésicule géante à l’intérieur d’une micropipette. La
différence de pression entre les deux images est passée de 4 10−4 dyn/cm à 0.2 dyn/cm, ce
qui se traduit par une longueur de langue aspirée plus grande dans le deuxième cas (D’après
[?]).

5.5. Mesure de l’aire cachée dans les fluctuations. La méthode expérimentale utilisée pour mesurer les
fluctuations thermiques est très simple. Une vésicule géante est d’abord préparée en appliquant une différence
de pression osmotique entre l’intérieur et l’extérieur suffisamment importante pour la dégonfler. La forme est
alors aspirée dans une micro-pipette en contrôlant la pression à l’aide d’un réservoir de liquide. Tout au long
de l’aspiration, le volume de la vésicule est constant. Par conséquent, la longueur de la langue aspirée dans la
micro-pipette donne une mesure directe de l’aire cachée dans les fluctuations thermiques qui sont repassées au
fur et à mesure que l’on aspire la vésicule. La tension de la membrane est constante le long de la vésicule et
la mesure des rayons de courbure de la langue à l’intérieur de la micro-pipette Rp et à l’extérieur Re permet
de remonter à la tension σ par la loi de Laplace appliquée aux deux extrémités. En notant pm la pression à
l’intérieur de la micropipette, pi celle à l’intérieur de la vésicule et, enfin, pe celle dans le bain

pi − pm =
σ

Rp

pi − pe =
σ

Re

(377)

on trouve :

pe − pm = σ

(
1

Rp
− 1

Re

)
(378)

ce qui permet de déterminer la tension σ une fois les autres quantités mesurées.
Le diamètre de la micro-pipette étant connu, il est aussi possible d’évaluer l’aire de membrane ≪ aspirée

≫ par la différence de pression , car la longueur de la langue dans la micro-pipette est connue. On a donc une
mesure directe de l’aire absorbée dans les fluctuations thermiques en fonction de la tension de surface contrôlée
par la différence de pression.

Dans le cas réel de la géométrie sphérique, il faut reprendre le calcul de la section précédente et corriger les
facteurs numériques. On montre que le comportement logarithmique de l’Eq. (368) est toujours valable dans le
régime des tensions faibles. La Fig. (5.5) illustre le résultat d’une expérience type pour deux vésicules d’espèce
chimique différente. On retrouve bien le comportement logarithmique prévu par l’Eq. (368) lorsque les tensions
sont suffisamment faibles pour que l’aire par tête polaire reste constante.
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FIGURE 22. Mesure de la fraction de l’aire absorbée dans les fluctuation en fonction de la ten-
sion de surface. On note que la tension est portée en échelle logarithmique. Les deux courbes
correspondent à des vésicules de composition chimique différente. Les faibles tensions re-
passent les fluctuations thermiques et donnent un comportement linéaire. Dans le régime des
tensions plus importantes, la mesure sonde les propriétés d’extension mécaniques de la mem-
brane en faisant varier l’aire par tête polaire.

REMARQUE. Les mesure de micro-pipettes ont une précision suffisante pour déterminer l’activité des
membranes biologiques. Celles-ci sont beaucoup plus complexes que les membranes de phospholipides uti-
lisées dans la fabrication des liposomes. En particulier, elles contiennent des canaux ioniques et des pompes
qui permettent d’assurer le transport d’ions entre l’extérieur et l’intérieur de la cellule. Ces pompes consomment
de l’énergie par hydrolyse de l’ATP et elles appliquent des forces mécaniques sur la membrane. Du point de
vue de la physique statistique, les membranes biologiques sont des objets qui sont foncièrement hors-équilibre
et le spectre des fluctuations des membranes actives diffère sensiblement du spectre des membranes passives
naturelles [?]. Ici, le théorème fluctuation-dissipation n’est plus valable en raison de l’activité de ces pompes.

Il est maintenant possible d’inclure certaines protéines dans des membranes reconstituées artificiellement.
C’est le cas étudié en référence [?] qui utilise des pompes à calcium qui peuvent être activées en présence
d’ATP. Lorsque le système est hors-équilibre, il n’est plus possible d’étudier le spectre des fluctuations en
utilisant le formalisme précédent et on doit avoir recourt au calcul des équations du mouvement dans un fluide
visqueux. C’est ce qui a été fait dans ce cas et il est habituel de représenter les données expérimentales sous
la même forme que pour les membranes en équilibre, mais avec une température effective qui traduit l’effet
des pompes. La Figure 5.5 tirée de la référence [?] montre que la variation d’excès d’aire en fonction de la
tension de surface est bien logarithmique dans les deux cas, mais que la pente est différente. Exprimé en unité
de température effective, on trouve bien un résultat conforme à l’intuition. Les membranes actives sont plus
souples que les systèmes passifs, c’est-à-dire qu’elles fluctuent plus de telle sorte que l’aire absorbée dans les
fluctuations thermique est plus grande quand les pompes à calcium sont actives.

5.6. Longueur de persistance. Les fluctuations de la membrane sont caractérisées par l’écart n̂ du vecteur
normal par rapport à l’axe z. Nous désirons calculer la fonction de corrélation des normales prises à des points
distants de r

< n̂(0).n̂(r) > (379)

qui nous renseigne sur la façons avec laquelle les normales à la surface ont une orientation indépendantes sous
l’effet des fluctuations thermiques. En effet, pour une surface aléatoire, la valeur moyenne de cette fonction de
corrélation n’est autre que la valeur moyenne du cosinus de l’angle θ pris entre les deux tangentes sur la sphère
unité et le résultat est nul dans ce cas.
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FIGURE 23. Données expérimentales en échelles semi-logarithmique pour l’excès d’aire en
fonction de la tension. La courbe avec des symboles □ correspond à une membrane passive.
Celle avec des symboles coorespond au même système en présence d’ATP (d’après ref. [?] )

Dans la représentation (x, y, h(x, y)), le vecteur normal se calcule à partir du produit vectoriel des tangentes

n̂ =
t̂x ∧ t̂y

||̂tx ∧ t̂y||
≈

 −∂h/∂x
−∂h/∂y

1− 1
2

(
(∂h/∂x)2 + (∂h/∂y)2

)
 (380)

où le terme d’ordre 2 dans nz doit être conservé pour que le calcul des produits scalaires soit consistant à l’ordre
deux dans les déplacements. Le vecteur normal est ainsi convenablement normalisé avec une norme 1.

Exprimons les composantes des normales en fonction des modes propres. Après avoir pris la valeur moyenne
sur les distributions de fluctuations, le produit scalaire s’exprime en fonction des amplitudes |h̃q|2

< n̂(0).n̂(r) > = 1 +
1

L4

∑
q

q2 [exp [−iq.r]− 1] < |h̃q|2 > (381)

= 1 +
1

(2π)2

∫
d2q

kBT

σ + κq2
[exp [−iq.r]− 1] (382)

La dernière intégrale est calculée en passant en coordonnées cylindriques, θ étant l’angle avec la direction
r ∫

d2q
kBT

σ + κq2
exp [−iq.r] = kBT

κ

∫
qdq

∫ 2π

0
dθ

1

ξ−2 + q2
exp [−iqr cos θ] (383)

où la dimension du rapport κ/σ homogène à une longueur au carré fixe une échelle de longueur caractéristique
d’échappement qui apparaı̂tra naturellement dans le paragraphe sur l’adhésion.

ξ
def
=

√
κ

σ
(384)

Pour poursuivre la calcul, nous introduisons la fonction de Bessel J0(x) d’indice 0

J0(qr)
def
=

1

2π

∫ 2π

0
dθ exp [−iqr cos θ] (385)

dont le développement limité au voisinage de l’origine est connu

J0(qr) ≈ 1− 1

4
(qr)2 (386)

et où
lim
u→∞

J0(u) = 0 (387)

car la fonction sous l’intégrale oscille rapidement. Ces deux limites permettent de connaı̂tre le développement
asymptotique de la fonction de corrélation qui s’exprime sous la forme

< n(0).n(r) >= 1 +
1

2πκ

∫ π/a

dq
q

ξ−2 + q2
(J0(qr)− 1) (388)
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Dans la limite qui nous intéresse, la tension de surface σ est faible. Les longueurs d’onde sont donc sup-
posées petites devant la longueur caractéristique ξ et nous pouvons négliger ξ au dénominateur. L’intégrale
étant convergente en 0, le comportement asymptotique est obtenu en prenant J0(qr) = 0 pour qr > 1, soit

< n(0).n(r) >≈ 1− kBT

2πκ
ln
r

a
+ . . . (389)

qui n’est valable que si les directions entre les tangentes ne diffèrent pas trop pour que le deuxième terme ne do-
mine pas premier. Cette approximation cesse d’être valable au-delà une longueur caractéristique de persistance
ξp définie par

ξp = a exp

[
2πκ

kBT

]
(390)

Physiquement, la longueur de de Gennes-Taupin fixe une distance de cohérence où les fluctuations des normales
restent suffisamment faibles pour que l’approximation d’une surface presque plane ait un sens. On remarque
que cette longueur varie de façon exponentielle avec le module de flexion. Pour les vésicules, κ étant de l’ordre
de 20 kBT, cette longueur est donc astronomique dans ce cas. Pour les micro-émulsions, κ est de l’ordre de 0.1
kBT et ξp ≈ 250 Å fixe la taille de la dispersion de l’eau dans l’huile.

5.7. Forces entropiques d’Helfrich. Nous considérons une membrane de taille L prise en sandwich entre
deux parois distantes de D. Sous l’effet des fluctuations thermiques, la membrane ondule et elle rentre en
contact avec les parois. L’effet des parois situées à une distance D est donc de confiner les fluctuations et donc
de diminuer l’entropie de fluctuation de la membrane.

Sous l’effet des fluctuations thermiques, la membrane applique une pression entropique effective qui n’est
pas due à un transfert de quantité de mouvement, mais qui résulte de ce confinement entropique. Nous désirons
calculer l’énergie potentielle effective du confinement et nous en déduirons les forces entropiques en fonction
de la distance D.

Nous allons montrer que cet effet de répulsion entropique est un effet à longue portée en fonction de la
distance entre les deux parois. Il décroı̂t, en effet, comme une puissance de D :

V (D) =
(kBT)

2

16π2κD2
(391)

alors qu’un effet à courte portée serait exponentiellement décroissant. Par définition, V (D) est défini comme
un potentiel par unité de surface en regard.

Calculons la distance caractéristique L∥ qui sépare deux contacts entre la membre et une paroi en recourant
à un argument statistique que nous rendrons auto-consistent. Considérons d’abord une membrane libre de fluc-
tuer en l’absence des parois. La taille typique des fluctuations transversesD2 est donnée par l’écart quadratique
moyen du déplacement transverse sur une taille effective L∥.

D2 =< h2 > − < h >2=
kBT

4πκ

∫ π/a

π/L∥

dq

q3
=

kBT

8π2κ
L2
∥ (392)

soit

D =

(
kBT

8π2κ

)1/2

L∥ (393)

Exigeons maintenant que D soit donné par le dispositif expérimental. Une collision entre la paroi et la mem-
brane se traduit par une perte de cohérence le long de la membrane. En première approximation, nous pourrons
considérer que deux domaines distants de plus de L∥ fluctuent de façon indépendante. Chaque domaine de taille
caractéristique L∥ est en fait un système à un degré de liberté que nous pouvons assimiler à une molécule dans
un gaz parfait. Comme le volume élémentaire de chaque fluctuation est L2

∥D, la pression entropique est obtenue
à partir de la loi des gaz parfaits avec

p = N(= 1)
kBT

L2
∥D

=
(kBT)

2

16π2κD2
(394)
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(a) (b)

FIGURE 24. Une membrane fluctuante est caractérisée par des fluctuations transverses de taille
D et distantes de L∥. Prise en sandwich entre deux parois distantes de D, chaque excursion
transverse de taille D entre en collision avec les parois et peut être vu comme un degré de
liberté. L’effet des parois est de diminuer l’entropie de fluctuations de la membrane, ce qui se
traduit par une pression entropique effective qui tend à repousser les parois.

La pression n’est autre que la force entropique par unité de surface. Celle-ci est la dérivée du potentiel de
confinement par unité de surface avec le signe −, et nous obtenons bien le résultat cherché (Cf. Eq. (391)).

REMARQUE. TRANSITION DE DÉCOLLEMENT : Nous considérons une membrane fluctuante près d’une
paroi. La membrane est soumise à deux effets antagonistes.

(1) D’une part, la membrane interagit avec la paroi via un potentiel de Van der Waals. Ce potentiel est
attractif et si la membrane est plane, le potentiel d’interaction décroı̂t comme 1/d2, où d est la distance
avec la paroi

VVdW =−
AH

d2
(395)

Par définiton, AH est la constante de Hamacker.

(2) D’autre part, la membrane fluctue. La répulsion entropique tend à éloigner la membrane de la paroi
avec un potentiel effectif donné par l’Éq. (391) qui varie elle aussi comme 1/d2.

Les deux potentiels peuvent rentrer en compétition. En élevant la température, nous pouvons passer d’un régime
où l’interaction de Van der Waals domine à un régime où les fluctuations dominent. Dans le premier cas, la
membrane reste dans le voisinage immédiat de la paroi, alors qu’elle est décollée si les fluctuations thermiques
sont suffisamment fortes. Cet argument prédit donc l’existence d’une transition de décollement du premier
ordre, le système basculant d’un régime à un autre.

5.8. Hydrodynamique.

5.9. Membranes hors-équilibre.
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2.4. OBSERVATION DES VÉSICULES ADHÉRENTES 23

Fig. 2.5 – Profil axisymétrique d’une vésicule adhérente géante observé en mi-

croscopie optique. La partie inférieure de l’image correspond à la réflection de

la vésicule sur le substrat. Expérience réalisées au LSP de l’Université Joseph

Fourier à Grenoble. Remerciements à A. Viallat et D. Cuvelier

FIGURE 25. Image d’une vésicule en adhésion forte sur un substrat solide. La vésicule est
tendue et adopte une forme hémisphérique.

6. Adhésion non-specifique

Considérons ici une vésicule en adhésion sur un un substrat solide comme en Fig. 25. Une partie de la
membrane de la vésicule est au voisinage immédiat du substrat avec lequel elle interagit par un potentiel qui ne
dépend que de la distance entre la membrane et le substrat. Cette adhésion est qualifiée de non-spécifique, car la
liaison avec le substrat ne fait pas intervenir des ponts moléculaires connectant physiquement les phospholipides
de la membrane aux atomes du substrat. L’adhésion des cellules est, quant à elle, généralement spécifique et
nous l’aborderons plus tard.

La nature exacte de ce potentiel peut-être extrêmement complexe. Mettant de côté les forces entropiques
dues aux ondulations de la membrane, les forces qui interviennent sont dues aux interactions de Van der Waals,
aux interactions électrostatiques ainsi qu’aux effets de solvation. Aux distances inférieures au nano-mètre, il
faut rajouter les forces de répulsion stérique.

Le potentiel de Van der Waals est attractif. Pour une membrane plane d’épaisseur e ≈ 2nm, son expression
par unité de surface en fonction de la distance h ≈ 20nm par rapport au substrat est décrite par

VV dW ≈ − H

12π

(
1

h2
− 1

(h+ e)2

)
(396)

où H est la constante de Hamacker dont l’ordre de grandeur est approximativement kBT. L’ordre de grandeur
de VV dW est donc de 10−6Jm−2 alors qu’il vaut 10−5Jm−2 pour deux membranes en regard.

Les membranes sont chargées avec une densité de charge σ. Le solvant est un électrolyte qui contient des
ions comme le chlorure de sodium. Les forces électrostatiques sont donc écrantées sur une longueur de Debye
qui dépend de la concentration c de sel et de la permittivité relative de l’eau avec ϵ ≈ 80 :

l2D =
8πe2c

ϵkBT
(397)

Pour des concentrations physiologiques où c ≈, la longueur de Debye correspond à quelques têtes polaires et
leurs effets sont négligeables à des distances supérieures à la dizaine de nano-mètres.
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(a) (b)

FIGURE 26. Schéma de principe du RICM : le contraste résulte de l’interférence entre les
rayons I1 et I2 qui dépend la distance de marche 2h(x) entre les rayons, h(x) étant le contour
de la vésicule. La zone de contact apparaı̂t noire, car les rayons réfléchis à l’interface de la
vésicule ont une une différence de phase de π (D’après [?]).

Enfin, les forces stériques sont toujours répulsives. Une contribution importante à l’échelle de la dizaine de
nano-mètre est due aux forces de dehydratation. Approcher deux surfaces en regard chasse le film d’eau qui les
sépare. Cette force est exponentielle avec une longueur d’écrantage λ ≈ 0.3nm

Vhyd = V0 exp[−h/λ] (398)

Sommant sur toutes les contributions, nous supposons ici qu’il n’existe qu’un seul minimum à une dis-
tance de quelques dizaines de nano-mètres. A l’échelle du micron, cette distance est petite et nous décrirons
l’adhésion non spécifique par une adhésion de contact W < 0 proportionnelle à l’aire de contact A∗ entre la
vésicule et le substrat. Autrement dit, nous écrirons pour l’énergie d’adhésion :

∆Gadh = −WA∗ (399)

et le problème qui nous intéresse est connaı̂tre l’influence du potentiel de contactW sur la forme de la vésicule.
Le substrat étant transparent, la technique expérimentale la plus simple est une technique optique qui per-

met d’imager le contour au voisinage de la ligne de contact. Il s’agit d’une méthode utilisant le contraste
interférentiel en réflexion (RICM) pour reconstruire le contour h(x) de la membrane en fonction du patron des
franges d’interférence de deux rayons ayant été réfléchis par des milieux d’indice optique différent (Cf. Fig.
(6))

Il existe néanmoins des méthodes et des concepts qui peuvent être importés de la physique des colloı̈des.
Nous les rapplerons ici dans un contexte où ils sont parfaitement définis. Les bases moléculaires propres à
l’adhésion cellulaire seront plus discutées dans un chapitre ultérieur.

6.1. L’adhésion du goutte liquide est caractérisée par un angle de contact. Considérons le problème
de la forme d’une goutte liquide déposée sur un substrat solide (Cf. Fig. 29). Le volume V de la goutte définit
un rayon de référence R(0) par V = 4/3πR(0)3. On trouve le rayon de courbure à partir de l’équation de
Laplace. Si la différence de pression entre l’intérieur et l’extérieur est ∆p = pin − pex et σLV la tension de
surface entre le liquide et la vapeur, nous avons :

∆p = pin − pex = σLV /R (400)

Mais ∆p et σLV sont constants le long de l’interface. Le rayon de courbureR est donc constant et nous ca-
ractérisons R(θ) en fonction de θ qui est l’angle de mouillage. La forme de la goutte est donc un hémisphère
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FIGURE 27. Schéma du goutte déposée sur un substrat. En absence de gravité, la forme de la
goutte est un hémisphère. L’angle de mouillage θ est relié au rayon de l’hémisphère dont le
rayon d’adhésion est r = R sin θ. Lorsque θ = 0 la goutte ne mouille pas le substrat. Lorsque
θ = π, la goutte forme un film et on est en situation de mouillage total.
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FIGURE 28. Variations du potentiel effectif donné par la somme des termes de tension super-
ficielle et d’adhésion, Cf. Eq. (403). L’existence du minumum est donné par la condition de
Young-Dupré (405).

de rayon R(θ). Lorsque θ = 0, la goutte ne mouille pas le substrat. C’est le cas, par exemple, de l’eau sur le
teflon ou du mercure sur du verre. L’autre cas limite où θ = π est une situation de mouillage total (éthanol sur
verre, par exemple). Tout est donc donné par l’angle macroscopique de contact θ ou angle de ≪ mouillage ≫.

La conservation du volume donne le rayon R(θ) de l’hémisphère en fonction de l’angle de mouillage :

R(θ) =

(
3V

4π

)1/3 1

[(1 + cos θ)2(2− cos θ)]1/3
(401)

avec un rayon du disque d’adhésion qui est fonction de l’angle de contact θ :

r(θ) = R(θ) sin θ (402)

On obtient θ en minimisant un potentiel thermodynamique qui est la somme de deux termes.

(1) Un terme proportionnel à la surface de la calotte dorsale. Notons σLV la tension de surface associée à
l’interface eau liquide - vapeur. Pour l’eau pure, σLV = 75mN.m−1.

(2) Un terme proportionnel à l’aire de contact entre la goutte et le substrat. NotonsW l’énergie de contact.
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(a) (b)

FIGURE 29. Solutions numériques du problème de la la goutte liquide en adhésion sur un
substrat solide lorsque la gravité est négligeable, cas (a), et (b) lorsqu’elle n’est pas négligeable.
Dans le premier cas, le forme de la goutte est une hémisphère, alors qu’elle prend la forme d’un
galette dans le deuxième figure. Dans les deux cas, l’angle macroscopique de contact θe est fixé
par condition d’Young (Cf. Éq. (405)) et il est égal à 900.

La surface dorsale étant 2πR2(θ) (1 + cos θ), l’énergie totale est la somme du terme de surface et du terme
d’adhésion.

∆G = 2πR2(θ) (1 + cos θ)σLV − πR(θ)2 sin2(θ)W (403)
Ces deux termes favorisent des effets anatagonistes. Le premier croı̂t avec θ, c’est-à-dire lorsque la goutte
s’étale. En effet, le volume étant constant, la surface croı̂t. Le second, quant à lui, diminue lors de l’étalement,
car l’adhésion est favorisée et elle tend à augmenter l’aire de contact. L’équilibre est un compromis entre les
deux donné par la valeur du rapport W/σ. Utilisant un logiciel de calcul formel, la minimisation en fonction de
θ

d∆G

dθ
= 0 (404)

conduit à la condition d’équilibre mécanique au bord de la zone de contact. C’est l’équation d’Young-Dupré
qui relie σ à W par

W = σLV cos θ (405)
On retrouve bien l’intuition : l’angle de contact croı̂t de 0 (contact ponctuel) à π (mouillage total) lorsque le po-
tentiel d’adhésion croı̂t en valeur négative. Il est instructif de faire l’expérience numérique avec le programme
Evolver dont le manuel donne une description complète du problème numérique, ce qui permet d’étudier l’in-
fluence de la gravité.

Le produit de la densité ρ du fluide et de la constante de gravité g donne l’influence de la gravité qu’il
faut comparer aux effets de la tension de surface. Pour une goutte de rayon R la gravité va comme R3ρg alors
que les effets de tension de surface sont proportionnels à σR2. On ne tient pas compte des préfacteurs, car
ils demandent de la géométrie sphérique. On définit ainsi le rapport σ/(ρg) homogène à une longueur. Pour
une goutte de rayon inférieur à cette longueur caractéristique, l’effet de la gravité est négligeable. Par contre,
lorsque la taille est supérieure à cette longueur capillaire, la gravité joue. Dans ce cas, l’analyse ne peut être que
numérique. La forme de la goutte est alors celle d’une galette avec une courbure toujours positive (Cf Figure
(6.1)).

6.2. L’adhésion d’une vésicule est caractérisée par un rayon de courbure au voisinage de la ligne
de contact. Reprenons le même problème de forme d’équilibre en adhésion, mais nous considérons ici le cas
d’une vésicule. Le potentiel de contact entre la membrane et le substrat est pris à −W < 0. Le cours d’élasticité
de Landau et Lifshitz[?] donne la relation entre le rayon de courbure au bord de la zone de contact et le module
de flexion κ de la membrane :

1

R
=

√
2W

κ
(406)

qui n’est valable que pour les géométries où le rayon de courbure le long du parallèle dessiné par la ligne
de contact est suffisamment grand pour que son effet puisse être négligeable. Dans le cas contraire , il faut
remplacer 1/R par la somme des deux rayons de courbure. Nous nous proposons ici de retrouver ce résultat en
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(a) (b)

FIGURE 30. Forme de vésicules en adhésion sur un substrat solide pour différentes valeurs du
potentiel de contact W . Dans le cas (a) la difference de pression entre l’intérieur et l’extérieur
est nulle, alors que dans le cas (b) pin < pext. L’adhésion de la vésicule est caractérisée par
un rayon de courbure au voisinage de la ligne de contact tel que donné en (406. Ces deux cas
correspondent à une membrane peu tendue par le potentiel de contact, alors que l’illustration
de la Fig. (25) correspond à une adhésion suffisamment forte avec un angle de contact bien
défini. D’après la ref.
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FIGURE 31. Schéma du bord cellulaire. La valeur de la tangente à l’infini est fixée par la
tension. Le point de contact est x0. Pour déterminer le profil d’équilibre h(x), on calcule la
variation de l’énergie au premier ordre dans les déplacements lorsque h(x)+ ϵ(x) est substitué
à h(x) et x0 + δx0 à x0. On trouve que le profil est exponentiel au voisinage du point de
contact avec une longueur caractéristique λ−1 (Cf. Eq. (416)) avant d’avoir une pente constante
correspondant à un angle de contact bien défini.

utilisant le calcul variationnel qui nous donnera la forme du profil d’équilibre.
Au voisinage de la zone de contact où les déplacements et toutes les dérivées sont petits, nous pouvons

approximer la courbure par le Laplacien ∇h. Nous nous limitons ici au cas d’une géométrie unidimensionnelle
repérée par la coordonnée x le long du substrat. Fixons la tangente à l’infini en appliquant une tension σ qui
joue le rôle d’une pré-contrainte d’étirement dans un plan parallèle au substrat. Soit θ l’angle de la tangente qui
est une donnée du problème imposé par le conditions expérimentales.

Comme d’habitude, la surface totale est calculée à partir de l’élément d’arc

ds ≈ 1 +
1

2
(dh/dx)2 (407)
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et le profil h(x) minimise le potentiel qui comprend l’énergie d’adhésion, l’énergie de flexion et l’énergie
d’étirement :

H = −W
∫ x0

−∞
dx+

κ

2

∫ ∞

x0

dx

(
d2h

dx2

)2

− σ

2

∫ ∞

x0

dx

(
dh

dx

)2

(408)

où, par définition, x0 est la coordonnée du point de contact entre la membrane et le substrat. Dans (408), le
symbole ∞ désigne une coordonnée x arbitrairement grande dont la valeur exacte n’intervient pas dans le
calcul variationnel. Le premier terme du développement (407) est ici omis, car la tension de surface σ est
constante le long du contour et ce terme donne une constante indépendante de la forme du profil.

En x0, la membrane a une tangente nulle h′(x0) = 0. Le profil d’équilibre h(x) étant un minimum
d’énergie, la variation de H est nulle au premier ordre si nous varions le profil comme h(x) → h(x) = ϵ(x) et
x0 → x0 + δx0.

Quelque soit la variation, celle-ci obéit néanmoins à deux conditions aux limites imposées par l’adhésion
de la membrane au substrat. La première est la condition de contact en x0 + δx0 avec h(x0 + δx0) = 0. La
deuxième est la condition de tangente nulle au point de raccordement. En se limitant à un développement de
Taylor valable pour |δx0| ≪ 1, nous imposons donc pour la hauteur h(x) et sa dérivée les deux conditions au
point de contact :{

h(x0 + δx0) + ϵ(x0 + δx0) = h(x0) + δx0h
′(x0) + ϵ(x0) + δx0ϵ

′(x0) = 0

h′(x0 + δx0) + ϵ′(x0 + δx0) = h′(x0) + δx0h
′′(x0) + ϵ′(x0) + δx0ϵ

′′(x0) = 0
(409)

Comme δx0 et ϵ(n)(x0) sont des infiniment petits, leur produit est un infiniment petit d’ordre supérieur. En
notant que h(x0) = 0, les conditions de raccordement sont finalement simples pour la variation ϵ(x) :

ϵ(x0) = 0 (410)

ϵ′(x0) = −δx0
R

(411)

La substitution h(x) → h(x) + ϵ(x) dans (408) avec x0 → x0 + δx0 donne, après deux intégrations par
parties, la condition de variation sur le potentiel :

−
(
W − κ

2R2

)
δx0 +

∫ ∞

x0

dx ϵ(x)

[
κ
d4h

dx4
− σ

d2h

dx2

]
= 0 (412)

Cette condition doit être vérifiée quelque soit la variation ϵ(x) satisfaisant aux conditions (410). Comme δx0
est arbitraire, on en déduit la condition sur le rayon de courbure en x0 :

2W =
κ

R2
(413)

qui est la condition cherchée. L’intégrale étant nulle quelque soit ϵ(x), le deuxième membre donne l’équation
différentielle à laquelle satisfait le profil h(x) :

κ
d4h

dx4
− σ

d2h

dx2
= 0 (414)

L’analyse dimensionnelle permet alors de dégager un longueur caractéristique d’échappement :

λ−1 =

√
κ

σ
(415)

dont la signification physique apparaı̂t dans la solution(la pente de la tangente est fixée par l’angle θ donné)

h(x) = x tan θ + b+ c exp [−λx] (416)

où b et c sont des constantes d’intégration déterminées par les conditions aux limites. En raison de l’amortis-
sement très rapide de l’exponentielle, la longueur λ est une longueur ≪ d’échappement ≫ qui fixe la distance
caractéristique au-delà de laquelle la courbure due au substrat n’a plus d’importance. Lorsque la tension de
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surface est faible devant le coefficient de flexion, cette longueur est grande et elle peut être de l’ordre de gran-
deur de la vésicule elle-même. C’est la limite des membrane presque libre. Par contre, dans l’autre limite, la
longueur d’échappement est petite et elle est de l’ordre du nano-mètre. On est dans la limite d’une membrane
tendue. La forme de la vésicule en adhésion est celle d’un hémisphère avec un angle de contact bien défini et
on retrouve le cas de la goutte liquide où la tension de surface est jouée par la tension mécanique d’étirement
σ.

Concluons l’analyse en en notant que les conditions de raccordement (h(0) = h′(0) = 0) fixent les deux
constantes d’intégration dans (416) {

b+ c = 0

tan θ = cλ
(417)

On peut alors calculer le rayon de courbure au voisinage immédiat de la ligne de contact à partir de la
dérivée d2h/dx2, ce qui donne relation entre W et σ pour les angles de contact θ petits

W =
1

2
σθ2 (418)

Un analyse plus complète permet de traiter les non-linearités [?]. On démontre ainsi que l’angle de raccorde-
ment θ est bien donné par le potentiel d’adhésion et par la tension résultante de l’adhésion σ comme :

W = σ (1− cos θ) (419)

qui revient bien à l’équation précédente dans la limite des θ petits.

6.3. Cinétique de l’étalement. Il est intéressant d’étudier la dynamique de l’étalement d’une goutte vis-
queuse sur un substrat solide. Dit autrement, nous désirons calculer la courbure caractéristique de la croissance
du rayon de contact goutte-substrat en fonction du temps.

La cinétique de l’avancement de la ligne de contact est fonction de la dissipation d’énergie par unité de
temps. Lorsque la goutte s’étale, elle ≪ pousse ≫ l’eau située au voisinage de la ligne de contact, là où le taux
de dissipation de l’énergie est maximum. En coordonnées circulaires, la vitesse v(r, z) du fluide est une fonction
du rayon vecteur r et de l’altitude z. Les gradients de vitesse suivant z et ceux dans la direction r ont des ordres
de grandeur différents, car |∂v/∂r|2 ≪ ∂v/∂z|2. Par la suite, nous négligerons les gradients dans la direction
radiale par rapport à gceux dans la direction normale au substrat. C’est ce qu’on appelle l’approximation de
lubrification.

Si η est la viscosité de l’eau, l’entropie dissipée par unité de temps et par unité de longueur dans le fluide
est donc

T Ṡ =

∫ ∞

0
dr

∫ e

0
dz η

(
∂v

∂z

)2

(420)

où e est la distance entre le substrat et la goutte en un point localisé à la distance r. Le champ de vitesse v((r, z)
est calculé dans la limite des petits nombres de Reynolds.

Après intégration sur la coordonnée z, on trouve finalement :

T Ṡ =
3ηV 2λ

θ
(421)

Exprimons désormais la conservation de l’énergie libre totale ∆F = ∆U − T∆S de la goutte et de sa phase
vapeur. La variation d’entropie par unité de temps, d’une part, n’est autre que la dissipation juste calculée. La
variation d’énergie, d’autre part, provient de la variation d’énergie d’adhésion ∆W × 2πrdr pendant le temps
dt. Les deux se compensent. On a donc par unité de longueur de ligne :

∆WV =
3ηV 2λ

θ
(422)

où le potentiel d’adhésion est calculé à partir de l’état d’équilibre qui sert de référence. L’équation (422) donne
bien que la vitesse est nulle lorsque l’angle de contact atteint sa valeur d’équilibre. Dans l’approximation des
petits angles, la différence d’énergie d’adhésion est quadratique en θ

∆W =
1

2
σ
(
θ2e − θ2

)
(423)
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Utilisant (423) et (422), nous obtenons l’équation différentielle pour l’angle de contact θ

dθ

θ
=
θ2e − θ2

6ληRv
σdt (424)

Celle-ci s’intègre facilement et elle conduit à une cinétique simple pour l’angle de contact

θ = θe (1− exp –αt) (425)

où la constante α = σθ2e/(3ληRv) est un facteur d’échelle qui a la dimension de l’inverse d’un temps ca-
ractéristique.





Chapitre 4

Quelques propriétés Physico-chimiques de l’adhésion cellulaire

L’adhésion entre cellules ou entre une cellule et un substrat solide est une élément clef qui intervient dans
de nombreuses fonctions biologiques. La survie des cellules, leur prolifération, leur différentiation, l’activation
des fonctions cellulaires ainsi que la migration ces cellules dépendent des contacts entre une cellule et son
environnement extérieur[?]. L’adhésion est tout aussi importante dans le domaine bio-médicale. La nature des
interactions entre les cellules et des implants déterminent, en effet, les réactions d’inflammation des tissus.
L’étude de l’adhésion cellulaire est donc par nature un champ disciplinaire extrêmement large qui intègre un
ensemble complexe de données moléculaires et physico-chimiques.

Le contact entre une cellule et un substrat est-il de même nature que le contact entre une vésicule et un
substrat ? La réponse est non car, si il faut caricaturer, l’adhésion est SPÉCIFIQUE pour des cellules alors qu’elle
est non-spécifique pour des objets comme les vésicules les plus simples[?].

On parle d’adhésion non-spécifique pour des particules colloı̈dales en solution ionique. Le potentiel d’inter-
action entre ces deux particules est la somme de deux composantes. D’une part, une interaction électrostatique
qui est fortement écrantée par l’eau dont la permittivité relative avoisine le chiffre faramineux de 78 et par
les ions en solution. L’autre force est d’origine électrodynamique. Les interactions de Van der Waals sont
généralement attractives pour des particules colloı̈dales de même type. Lorsque les deux composantes sont ad-
ditionnées, on obtient la théorie DLVO qui prédit un profil de potentiel présentant deux minima en fonction de
la distance entre les particules.
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face adhesion. Then, we shall briefly discuss the parameters

that are likely to affect further evolution of an adherent cell.

Which theoretical framework is best suited to predict

the occurrence of cell-surface adhesion?

Three main theoretical frameworks remain implicitly or

explicitly used to discuss experimental data on cell surface

interactions: DLVO theory, physical chemistry of surfaces

and identification of specific molecular interactions. It is

interesting to ask first whether they remain valid, and sec-

ond whether they may prove fruitful with respect to our

purpose.

DLVO theory: is it relevant to biological systems?

The DLVO theory was developed separately by Derjaguin

and Landau, in Russia, and Verwey and Overbeek, in the

Netherlands, during the 1940s. The theoretical basis and

relevance to biological systems may be found in textbooks

or review articles (Curtis, 1967; Bongrand et al., 1982;

Bongrand and Bell, 1984; Israelachvili, 1991). Therefore,

we shall only mention essential features.

The DLVO theory was developed to account for the be-

haviour of colloid suspensions. The interaction energy be-

tween micrometer-sized particles was calculated as the sum

of two terms:

Electrostatic repulsion between surface charges. In bio-

logical media, this interaction is strongly screened by water

(the relative dielectric constant is about 78) and surround-

ing ions. The latter effect results in an exponential decrease

of the interaction with a characteristic length of about 0.8

nm (the so-called Debye-Hückel length).

Electrodynamic attraction. The free energy of interaction

between two semi-infinite media 1 and 2 with parallel sur-

faces separated by a distance d is - A
12

/12πd2 in vacuum. In

aqueous environment, the Hamaker constant A
12

 is replaced

with a combination

A3

12
 = [A

12
 - (A

13
 + A

23
)/2] (1)

where 3 stands for the medium. Usually, two similar bodies

will attract each other in water.

When both forces are added, the predicted interaction is

shown in Figure 1: at large distances, exponential repulsion

vanishes more rapidly than power-law attraction, resulting

in overall attraction with a shallow minimum called the sec-

ondary minimum. When the distance is decreased, a repul-

sive barrier must be overcome to reach the so-called pri-

mary minimum, which is considered to result in irreversible

adhesion.

Relevance of DLVO theory to cell/surface adhesion. Sev-

eral features of the DLVO theory were a strong incentive

for physically oriented biologists to try and apply this frame-

work to biological systems. First, this theory met with defi-

nite success in elucidating the behaviour of artificial sus-

pensions of charged particles. Second, DLVO theory is well

suited to living cells, since they have a typical diameter of

several micrometers, they are surrounded with a hydropho-

bic plasma membrane that is expected to generate electro-

dynamic attraction, and they bear a net negative surface

charge (Mehrishi, 1972 ; Sherbet, 1978). Third, DLVO

theory may explain weak and strong adhesion, which is

indeed described with different cellular models. Fourth,

much experimental evidence has shown that cell-cell ad-

hesion could be markedly enhanced by decreasing the

net surface charge of the cell (see e.g., Capo et al. 1981;

Mège et al., 1987;), and van der Waals attraction be-

tween biomimetic membranes has been demonstrated ex-

perimentally (Yu et al., 1998). Thus, there is little doubt

that the basic principles of DLVO theory should apply

to cells.

Difficulty of predicting cell adhesive behavior with

the DLVO framework. Despite the above arguments, it

appeared that the DLVO framework could not be used

to provide an accurate description of cell adhesive be-

haviour. A major problem is that cells cannot be consid-

ered as smooth structures when they are separated by a

distance less than 10 or 20 nm, corresponding to the pri-

mary and even secondary minimum. Indeed, intrinsic

membrane proteins may in principle raise several tens

of nanometers above the lipid bilayer since the length of

integrins is about 20 nm, and molecules such as the P-

selectin adhesion molecule or possibly repulsive CD43/

leukosialin (Cyster et al., 1991) are more than 40 nm

long. Thus, cell-cell or cell-material interactions are de-

pendent on the precise distribution of charges on cell

membrane molecules as well as the shape of the cell sur-

face at the submicrometer level. Further, while electro-

static interaction seems involved in generating some kind

of repulsion, this may be an indirect consequence of the

influence of negative charges on the conformation of

molecules liable to generate steric repulsion.

As a consequence, to our knowledge, no experimen-

tal work resulted in numerical determination of Hamaker

constants and surface charge densities accurately ac-

counting for the adhesive behaviour of precise cells and

surfaces.

Figure 1. DLVO theory. The interaction between

two similar charge bodies in an ionic solution (top)

is calculated as the sum of electrostatic repulsion and

electrodynamic attraction. A typical energy/distance

curve is shown (bottom)

Profil du potentiel d’interaction typique prédit par la théorie DLVO pour deux particules colloı̈dales distantes
de d.

Il est évident que l’on ne peut pas remettre en doute l’importance des effets électrostatiques ou électrodynamiques.
Mais cette description n’est pas adaptée aux interactions cellules-substrat et personne n’a pu déterminer expérimentalement
la répartition des charges surfaciques impliquées dans l’adhésion cellulaire. Il faut donc recourir à un autre ni-
veau de description.

L’adhésion cellulaire est en fait déterminée par des interactions SPÉCIFIQUES entre des ligands et des
récepteurs. Ceux-ci forment des couples bien déterminés qui s’associent de manière très spécifique. Les protéines
impliquées dépendent du contact. Les protéines de la famille des cadhérines sont impliquées dans l’adhésion
cellules-cellules des cellules, alors que la famille des intégrines interviennent dans l’adhésion cellule-substrat.
À l’opposé, une interaction entre deux surfaces chargées et de forme arbitraire sera dit non-spécifique. Un
conséquence importante de spécificité des contacts entre une cellule et un substrat est le petit nombre de
molécules impliquées dans l’aire de contact. Pour une aire d’adhésion typique de l’ordre de 1000µm2, on
estime que l’aire de contact moléculaire est d’environ 10µm2, ce qui représente environ 1000 molécules. Cette
différence est d’autant plus importante que la membrane des cellules ne peut pas être assimilée à une surface
douce lorsque la distance avec le substrat avoisine les 20nm, ce qui correspond à la taille des intégrines im-
pliquées dans les ponts adhésifs. La nature de l’adhésion cellulaire dépend donc de la forme des molécules ainsi
que du profil sub-micronique des surfaces.
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