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GRANDEURS ET COMPORTEMENTS STATISTIQUES
ELEMENTS DE SOLUTION

Travaux Dirigés
Physique Statistique

1 Distributions de Gauss et de Poisson.

1.
N! v\n [V =0\
f“’”im(v) ( % )
2.
F(z) =1 —v/V 4 2zv/V)N
n=F'(1)=uvN/V
FP(1)=n2—-m=N(N—1)(v/V)?
donc

oc=n2— ()% =Nv/V - Nov?/V?
3. On pose z =n/N, a = v/V et dans la limite N grand, « fixe on développe les exponentielles en utilisant Stirling

n! ~ V2" t1/2 exp(—n)

pla) ~ zmg—x) (%)NL G:Z)N(lx)

On développe ensuite Inp au voisinage du maximum (qui est obtenu pour = «). En ne tenant compte que des
termes proportionnels a N

T = Nlin(2) — (=2
TP N1a—1/(1 -2
djlf;p = N[1/2% - 1/(1 - 2)?]
Donc au voisinage de x = « on a
Inp = —Nm +O(N(z — a)?)

et finalement

o N (x — a)?
p(z) =~ m eXP(*Nm)

Approximer p par une gaussienne revient A prendre en compte uniquement le terme en (x — a)?. Ceci peut se
justifier a posteriori: si on se limite & ce terme, on voit que les valeurs de (z — «) plus grandes que typiquement
1/v/N sont tres improbables. Or pour (z — a) = O(1/v/N) le terme en N(z — )® est d’ordre 1/v/N, donc
effectivement négligeable.

4. On considére maintenant une limite différente, celle d’un sous volume fixe en contact avec un ’'réservoir’ de
densité p, dont la taille tend vers U'infini. On utilise Stirling pour les termes N! et (N —n)! (n n’est pas un grand

nombre) et on a
( ) B NNGTL E n - E N-—n
P = (N —n)N-np! \ N N

en utilisant (1 —n/N)N¥~" ~ exp(—n) pour n >> N on arrive & la distribution de Poisson demandée.

1Jean-Louis Barrat; 04 72 44 85 65; barrat@dpm.univ-lyon1.fr ; http://dpm.univ-lyonl.fr/“barrat



2 Oscillateur harmonique quantique.

2.1 Premiere approche: Méthode de Ehrenfest.

1. o W
2.
S/kp = InW = (M + N)In(M + N) — MIn(M) — N In(N)
3. N
M=Eje-Nj2=
E/Ne=1/2+ !

exp(e/kpT) — 1
Si kgT >> e on a E ~ NkgT, limite classique (cf équipartition de ’énergie).

2.2 Seconde approche: Répartition dominante.

Considérons la suite de niveaux accessibles (j),j € {0,1,---, M}. Notons {n;} une distribution des N oscillateurs sur
ces M + 1 niveaux, et Wy, y son poids statistique.

1.
W(M) = > Q(ny,..,nN)

N!

Q(’I’Ll,..ﬂ’l]\/') = m

On doit maximiser In€) avec les contraintes nq + .. + nyy = N et Zj jn; = M. On utilise la méthode des
multiplicateurs de Lagrange ce qui conduit a

Inn; =—-a—08j

donc
M
nj = gexp(—ﬂj) avec 7 = Zexp(—ﬁj) ~1/(1 —exp(—8)) (M >>1)
Jj=0

et le multiplicateur 3 fixé par la condition

1 M

1 M
Z;jexp(fﬁj) = exp(ﬁ) 1 = N

3. On peut maintenant calculer ’entropie S = In Q* associée a la répartition dominante. On a

In Q* :NlnN—anlnnj =NInZ+ M
J

et en utilisant e™” = M/(M +N) et Z = (M + N)/N on retrouve bien I’expression de la premiere question pour
S.



4

Gaz parfait microcanonique.

. On part de lintégrale I,, indiquée, qui vaut (w/a)™. I, peut aussi s’écrire A, [ drr"~'exp(—ar?) = A,I'() ol

A, est la surface de la sphére unité.

Le volume V,, vaut
oo

V. = A, r"tdr = A,r™/n
0

ce qui en utilisant I'(n + 1) = nI'(n) conduit au résultat demandé.

Si on part de la transformée de volume indiquée, on peut étendre les intégrales sur x1,..x, en introduisant une
fonction de Heaviside H(r? — 3. x?). On permute ensuite les intégrations sur z et r pour obtenir

[t ?

~ +oo oo 1 —+oo
Va(s) = / dxl..dxn/o rdre*"QH(r2 - me) = 278/ dzy..dzpe”” 2 (1)

—0o0 — 00

Comme on a par ailleurs V,,(r) = C,,7" on en déduit V,,(s) = (C,,/2) Jo° drrmttexp(—sr?) = (Cp /2™ 1)D(n/2+
1) ce qui donne a nouveau le résultat demandé.

[(E,N,V) = VNLN/Q(ME)?’N/2
U T(BN/2 41
1

Considérons une enceinte de volume V' contenant un gaz parfait formé de N particules ponctuelles sans interac-
tion.

InQ et In6Q different de In(dE/E), qui méme si 'énergie est définie avec une trés grande précision relative est
toujours négligeable par rapport a In(Omega).

Q= (V/N)N@2mrE/(h*(3N/2)))*N/? exp(5N/2)
(en utilisant la formule de stirling pour N!et I'(V + 1) = N\

(0S/0V)g = P/T = Nkp/V

(8S/0E)y = 1/T = 3Nkp/2E

—u/kpT = (3/2)log(2mnE/(3Nh?/2)) +In(V/N) = kT In(V/NA®) = (3/2) In(27m/h?) + (5/2) In(kpT) —In P

Modele d’une chaine de polymeres: Ressort entropique.

Posons Ny = N/2+2/2a N_ = N/2 —x/2a. On a Q(N,z) = NI/(NL!)(N_!)

S(N,z)/kp=NInN—-N,;InN; — N_InN_

S/Nkp =1n2 — %(1 +xz/aN)In(l+z/aN) — %(1 —z/aN)In(l — z/aN)

B _ kg, 1+z/aN
f/T =—-05/0x = % 11171 —2/aN



