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Exercice 1

Calculer I'intégrale suivante par la méthode des résidus :

2w 1
I= dé
/0 1 —2acosf + a?

oil a est réel vérifiant |a| < 1. Indication : On effectuera le changement de variable z = ¢ qui
déterminera le choix du contour.

Solution de ’exercice 1

Le changement de variable z = € transforme l'intégrale de 0 & 27 dans une intégrale le long d’un
cercle C de rayon R = 1 autour de l'origine du plan complexe. En outre,

(6i9 + e—iQ) _

o 1 1 dz
/0 1 —2acosf + a? jlgl—a(z—l—zl)—l—aQ( Zz)
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cosf = (z + 2_1) , dz = iedf = iz do.
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Donc

L’intégrant & des singularités aux points

1+ a? (1+ a?)? at
2 -1 2
zi—a (1+a%)z + & 24 5 1 .
Comme |a| < 1, seulement le point z_ = a se trouve a l'intérieur du contour. Il s’agit d’un poéle du

premier ordre, donc
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Le résultat final est donné par

Exercice 2

Calculer les intégrales suivantes par la méthode des résidus :

1



m 2
1. A:/ sl
0 24+ +v/3cosb

T 0
2. B= / ﬂd@, ou n est un entier.
_x 2+ cost

Indication : Pour A, on fera attention aux bornes d’intégration. Pour B, en considérant la parité de
'intégrant, on utilisera e,
Solution de ’exercice 2

Comme dans l'exercice 1, on utilisera le changement de variable § — z = ¢%. L’intégrale sur 6 de 6,
a 6y + 21 devient donc une intégrale de contour le long d’un cercle C de rayon R = 1 autour de l'origine
du plan complexe. En outre,

df = —i%, cos(nb) =

. (z"+27"), sin(nf) = — (2" —27").
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1. L’intégrant est pair, donc
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Lintégrant f(z) = (22 — 1)2/[22(2? + (4/v/3)z + 1)] & des singularités pour
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Les poles zy (ordre 2) et z; (ordre 1) sont a l'intérieur du contour. Les résidus correspondants
sont donnés par
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Donc
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™ cosnb dz\ :(z"+2z7") 2" z "
B = ——df = —i— | =2 =—i¢d .
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Pour le deuxiéme terme, on peut faire un changement de variable z — u = 27!

]{d z " j{du u” j[d u”
z— = —_— = UNW——————mmmm.
c 22+4z+1 curu?+4ut 41 c ur+4du+1
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L’intégrant f(z) = 2"/(2? + 4z + 1) a des singularités pour

, C’est-a-dire,

Donc

244241=0 VN 2e=—24+V4A—1=-2+3.

Seulement 2z, est a 'intérieur du contour. Donc
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Exercice 3
Trouver la transformée de Fourier inverse de
e—iqto

—q% +iag+ B

i(q) =

en utilisant la méthode des résidus. Avec a et 3 deux réels strictement positifs.
Solution de ’exercice 3

On utilise la définition de la transformée de Fourier inverse,

x(t) ! / Ooij(q)eiqtdq.

:% N

On utilise le lemme de Jordan pour trouver un contour fermé dans le plan complexe. L’intégrant est

donné par
1

—q% +iag+ 3
Pour ¢t — t; > 0, on ferme dans le plan complexe [z] > 0. Pour ¢t — t; < 0, on ferme dans le plan
complexe J[z] < 0. Donc,

ela(t—to)

x(t) = % {H(t —to) f@ F(z)e*'dz + H(—t + to)j{ :E(z)emdz} :

On trouve les poles,
—¢* +iag+ B =0,



donc zp = ta+4/8 — 0‘72. Avec $(z4] > 0, on obtient

x(t) = %H(t — to) x 2mi {Res (Z(2)e", 21 ) + Res (2(z)e™, 2_) } .

Les résidus peuvent étre calculés en utilisant
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