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4 Alpes

Conditions de Dirichlet Soit f : R — R une fonction périodique de période L satisfaisant les
conditions suivantes :
— Les discontinuités de f (si elles existent) sont de premiére espéce! et sont en nombre fini dans
tout intervalle fini,

— f admet en tout point une dérivé a droite et une dérivée a gauche.
o0

Alors la série de Fourier S¢(z) = ag + Z[an cos(2mnx /L) + b, sin(2mnx/L)] associée & f est convergente

n=1
et on a

Sp(x) = 5 [f(wy) + f(2-)] (1)

avec vy = x ¢ et ¢ — 0. En particulier, S¢(z) = f(z) si f est continue en x. De plus la convergence
est uniforme sur tout intervalle ou la fonction f est continue.

N —

Exercice 1

Est-ce que les fonctions 1/x et sin (1/x) sont développables en séries de Fourier dans un intervalle
contenant x =07
Solution de ’exercice 1

On suppose que l'on étend la définition des fonctions en zéro. Par exemple qu’elles prennent la valeur
zéro en x = 0. On rappelle les conditions suffisantes pour I'existence et la convergence des séries de
Fourier :

— Existence : il suffit qu'une fonction f : I — R soit de carré sommable

— Convergence : il suffit que la fonction f vérifie les conditions de Dirichlet.

Ainsi,

— il suffit de remarque que f(z) = 1/x n’est pas de carré sommable (sa norme ||f||> = fol(l/xQ) dx
diverge). On ne peut donc pas assurer que sa série de Fourier existe. Cependant, le calcul du
premier terme ag de la série de Fourier revient a calculer I'intégrale fol(l /x) dx qui diverge aussi.
La série de Fourier n’existe donc pas.

— f(x) = sin(1/x) est de carré sommable. Donc sa série de Fourier existe. Par contre, elle ne vérifie
pas les conditions de Dirichlet. En particulier, elle n’admet pas de limite ni de dérivée a droite
en x = 0. La convergence de la série de Fourier en tout point n’est donc pas assurée.

Exercice 2

1. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie sur [—m, 7| par
fixr— 2%

2. En déduire les sommes des séries suivantes :

“+00 —+00

1 (_1)n+1
E — et E - 2
n=1 n2 ’ n=1 Tl2 ( )

1. On dit qu'un point = est une discontinuité de premiére espéce de f si f n’est pas continue en x et les limites a droite
et & gauche, lirr%) f(z £ €) existent.
e—



Ce résultat fut une des fiertés d’Euler lorsqu’il ’établit vers 1730.

Solution de ’exercice 2

Sur Uintervalle [—m, 7], la fonction f(z) est de carré sommable. Elle est donc développable en série
de Fourier avec L = 27. On a

Si(x) =ap+ Z {ay, cos(nx) + b, sin(nz)} . (3)

Comme la fonction f est paire, on obtient b, = 0 pour tout n. De plus,

™

1 ) =
ay = 7 T d:L‘—? (4)
1/7r )
a, = — [ x°cos(nzx)dz
7r
I o2
_ 1)t _Z d
- [nx Sln(nx)} - n/xsm(nx) x
2 1 1
= = {——xcos(nx)] —i——/cos(nx) dx
™m n .n
2 .1 " 4 n

Ici on a fait plusieurs intégrations par partie et on a utilisé les relations sin(mn) = sin(—mn) = 0 et

cos(mn) = cos(—mn) = (—1)".

On obtient donc :

n

St(x) = % + 42 <_12) cos(nzx). (6)

n

D’autre part, la fonction f(z) vérifie les conditions de Dirichlet. Elle est en outre continue en tout point
et f(—m) = f(m). On a donc pour tout z :

Ainsi, pour z =7, on a

3 n=1
soit donc
=1 1/, =* w2
Sx=1(-3)-%
— n?2 4 3 6

Et pour z = 0, on trouve




soit

Exercice 3

On considére la fonction “palier” définie sur U'intervalle [0, 1] par :

o siw<1/2
f@)_{l siz>1/2. (7)

Trouver son développement en série de Fourier.
Solution de ’exercice 3

Afin de simplifier le calcul, au lieu de travailler avec la fonction et 'intervalle donnés, on pourrait
introduire la fonction F' définie sur [—1, 1] de la maniére suivante

Pl) = {0 s 2] < 172, .

1 sifz]>1/2.

Remarquons que les fonctions F' et f(z) coincident sur U'intervalle [0, 1]. En outre, F'(x) vérifie bien les
conditions de Dirichlet et est paire et périodique de période L = 2. Ainsi,

Sp(r) = ap + Z a, cos(mnx) (9)
n=1
et
1 / 1
ag = §/F(x) dxzﬁ, (10)
5
1 1 ) )
. o A Lo e (T
a, = /F(x) dx =2 / cos(mnzx) = — [sin(7na)]; ——sin (2”) : (11)
-1 1/2

Comme sin(nm/2) = 0 pour n pair et sin(nm/2) = (—1)"~1/2 si n impair, on remplace n par 2k + 1 et
on obtient

Sp(

2 oo
—22k+1cos m(2k + 1)z]. (12)

l\DI»—t
:}

Comme f(z) = F(z) sur Uintervalle [0, 1], cette série représente aussi la fonction f(z) (en fait, il s’agit
de la série de cosinus de f(x)).

Alternative On aurait pu bien évidemment travailler directement avec la fonction et lintervalle
donnés. En effet,

Se(x) =ag+ Z {an cos(2mnx) + by, sin(2mnx)} . (13)

n=1



Avec

™

f(z)sin(2rnz) dx = _ L [cos(27ma:)]}/2 _ L 1—(=1)"]. (16)

™ ™

/
@ = /1 F(2) cos(2mn) dz = — [sin(2mna)]!, = 0 (15)
/

Ce qui donne

1 2 .

fla) =5 - ; @k — 1) @2k~ D). (17)
Il s’agit bien évidemment d’une série de Fourier différente de Sy (12). Elle a cependant le méme com-
portement que Sp(z) sur lintervalle [0, 1]. C’est-a-dire, Sy = Sp au sens de la norme. Par contre,
les deux séries ne sont pas égales en tout point. En particulier, sur les bords de l'intervalle on trouve
S§(0) = S¢(1) = 1/2, alors que Sp(0) = f(0) =0 et Sp(1) = f(1) = 1. Si on considére les extensions
périodiques des fonctions f et F', on voit que la fonction périodique générée par f posséde des discon-
tinuités en x = 0 et x = 1 tandis que celle générée par F' est continue en ces points. D’aprés la relation
de Dirichlet vue a 'exercice 1, les deux séries difféerent par leurs valeurs en ces points.

Exercice 4 Corde vibrante et force magnétique

On considére une corde métallique fixée a ses extrémités en x = 0 et en x = L. On s’intéresse aux petits

déplacements transversaux y(z,t) en négligeant la pesanteur et les forces de frottement. La corde est

plongée dans un champ magnétique B(z) = Bysin (%) constant et orienté selon (Oz); cette corde est

de plus parcourue par un courant i(t) = Iy cos(wt). L’équation différentielle vérifiée est alors de la forme

823/ 1 82y . I[)BO i

or2 2o 1

n (%) cos(wt), (18)

T
m
de la forme y(x,t = 0) = f(x), ou f est une fonction développable en série de Fourier, et la corde est
lancée sans vitesse initiale. Déterminer les solutions de I’équation (18)

ouc = avec T' la tension de la corde et i sa masse linéique. La déformation initiale est supposée

Solution de ’exercice 4

Pour vérfier les conditions au bords y(0) = y(L), on choisit une série de sinus

y(z,t) = ibn(t) sin (”—Z‘”) (19)

Avec



L’équation (18) s’écrit donc sous la forme

> bn<zs>aa—:2 sin () - é Ool by sin (717)

n=1 n=
- 2n? 1 I,B
= ; {—WLZ b, (t) — gbg(t)} sin (?) = OM % sin (%) cos(wt). (21)
Comme {sin(mnz/L)},en, constitue une base orthogonale, on obtient par identification
72n2 1 1 . I()BO

—an(t) - ngL(t) COS(wt)é‘n’l.

Avec 6,1 =1sin =1 et 0 sinon. On résout d’abord 1’équation homogéne

m2n?c?

bul() + —75—ba(t) = 0,

dont les solutions générales sont

by (t) = a, cos <?t> + B, sin (?t) .

Pour n = 1, il faut en plus trouver une solution particuliére de ’équation inhomogéne,

m2c? 21y By
by (t) + ?bl(t) = — p

cos(wt).

On essaie by (t) = 7 cos(wt) pour trouver

2.2 2[ B 2[ B
—w?y; cos(wt) + %'yl cos(wt) = _choo cos(wt) = "= %.
L K :u(w -1z )
Donc 2 5
b, (t) = a, cos <@t> + B, sin (mrct> ¢ o (; -— cos(wt)oy, 1
L L M(WQ - ﬂLg
et

N 2IyB
)= 5 s (55) s (55) o BB ()

w2 —
n=

Les coefficients a,, et [3,, sont détérminés en utilisant les conditions initiales

% 2
y(x,0) = ; {ozn + %&1,1} sin <7T—Zx) = f(z)

w? i

o0

%y(x,t)’t_o = Z %Bn sin (?) = 0.

Donc 3, = 0 tandis que ¢, = a,, + 0,121 Bo/[(w? — ”2;2)] sont les coefficients de la série de sinus de
la fonction f(x).



Exercice 5 Base de Fourier, base des sinus et base des cosinus

1. Donner I'expression des coefficients de Fourier a,, et b, pour une fonction f a valeurs réelles
a) dans la base Fourier pour f(x) définie sur un intervalle [0, L],
b) dans la base de Fourier pour f(x) définie sur un intervalle [—L, L],
c) dans la base des cosinus pour f(z) définie sur un intervalle [0, L],
d) dans la base des sinus pour f(z) définie sur un intervalle [0, L].
Pour chacun des cas indiquer la périodicité de la fonction générée.
2. Représenter graphiquement la série de Fourier obtenue dans les cas a), ¢) et d) pour la fonction
f(z) ==
3. D’une maniére générale, indiquer comment, et sur quel intervalle, étendre f(x) définie sur [0, L]
de facon & ce qu'une décomposition dans la base de Fourier de la nouvelle fonction étendue donne
une série identique a :
a) une décomposition sur la base des sinus,
b) une décomposition sur la base des cosinus.

Solution de ’exercice 5

1. Les coefficients a,, et b, :

a)
L L L
ap = %/f(x)dm, Ap = %/f(x) cos (27}7/135) dx, b, = %/f(a:) sin <27an.’£> dx.
0 0 0
b)
L . L . L
a =+ / f(z)dx, ay, = E/f(x) cos (%) dz, b, = 17 / f(z)sin <M> dx
L —L -L
c)
1 [ 2 [
ag = Z/f(:z:)d;z:, a, = Z/f(:c) cos (@) dx
0 0
d)

2. Série de Fourier

Série de cosinus :

Si(z) = L {5 ~ 2N = (=1) cos (m%) } . (23)



Série de sinus :

2«nl, . . T
Se(x) = L{_;;ﬁ(_l) sin <7mz>} . (24)
fol®) fio@)
L L
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FIGURE 1 — a) Série de Fourier, b) série de cosinus et c¢) série de sinus pour f(z) sur U'intervalle
[0, L]. Les sommes sont tronquées a n = 10.

3. a) Pour obtenir une série de sinus, il suffit de prendre une fonction impaire F' définie comme
suit

B f(z) Vz e€]0,L],
Fx) = { (=) Vaee[-L,0]

b) Pour obtenir une série de cosinus, il suffit de prendre une fonction paire F' définie comme

suit
_ ) fe) Ve el0 L],
Flo) = { f(~x) Vael-L,0]. 20

(25)

Exercice 6

La fonction “trapéze” peut étre définie sur l'intervalle [0, 1] par :

0 si @ e [0,1/2],
fl@)= =2 size1/2,1/2+5, (27)
1 sixe[1/2+s,1].

Déterminer sa décomposition en série de Fourier. Ensuite étudier le cas particulier pour lequel s — 0
qui illustre bien que : plus les variations d’une fonction sont rapides, plus ses composantes de “grandes
fréquences” prennent de 'importance.

Solution de ’exercice 6

On choisit la méme démarche que pour I'exo 4, c¢’est-a-dire qu’on définit

0 si x| € [0;1/2],
Fua) = =22 sija] € [1/2,1/2+ 5],
1 si|z] € [1/2+ s;1],

sur l'intervalle étendu [—1; 1].
Fy(x) vérifie les conditions de Dirichlet et est paire de période L = 2, donc

Sk, (x) = ag + Z an, cos(mne)

n=1



et

1 1/2+s 1
1 1 1
ao—§/F(x)dx:— / (x——)dx—i— / dx
s
-1 1/2 1/2+s
I 1/2+s 1 1, 1 1 1 1
= g5 [ o B = g (G g e g g e =50
et d’autre part
1 1/2+s 1
2 1
ay, = /F(x) cos(mnz) de = — / (x — 5) cos(mnx) dx + 2 / cos(mnx) dx
s
-1 1/2 1/2+s
1/2+s
2L Dystnons)| = L [ siutona) e |+ 2 inton)
= - |—(x — =) sin(mnx - — sin(mnx) dx — [sin(mna
s] [mn 2 12 ™m ™ 1/2+s
1/2
2 1 1 s 2 1
== {% sin (7m(§ + S)) + COE [cos(m”wc)]%;+ } — —sin (7‘(’%(5 + 3))
2 1
EE {cos (7?71(5 + 8)) — cos(gn)}
4
= PP sin (2 (1+ s)) sin (gns> ;
ot 'on a utilisé la relation cos(a) — cos(b) = —2sin[(a + b) /2] sin[(a — b)/2].

Donc

Sp,(x) = 1 —s) i S 5 sin ( n(1l+ s)> sin (gns> cos(mnz).

n=1

Ainsi, comme Fy(z) est continue (pour toute valeur finie de s) et vérifie les conditions de Dirichlet et,
en plus, Fy(—1) = Fi(1), la série converge vers la fonction pour tout z. Donc Sp,(x) = Fs(x) et ainsi
fs(x) = Sp,(x) sur l'intervalle [0; 1].

Dans la limite s — 0, fs(x) tend vers la fonction palier vue a l'exercice 3. Avec le développement en
série de Taylor,

sin (gn(l + S)) smﬂ(is) = sin <Zn> + sgn cos (gn)> + O(s%),
2

on trouve pour Sg,(z) :

1 «— 2 7
lim Sp, (z) = 3 Z — sm(En) cos(mnz),

s—0

ce qui est bien la série de la fonction "palier" étudiée dans 'exo 3. [Noter que seuls les termes avec n
impair sont non-nuls. Pour s fini, on a aussi des contributions pour n pair.|



