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Exercice 1
Calculer la transformée de Fourier f(q) de la fonction f(z) = #Eexp[—x2 /a?]. On calculera la

largeur & mi-hauteur de la fonction f(z) et de sa transformée de Fourier f(q). Quelle conclusion tirez-
vous ? (On rappelle que [~ exp|—2?] dz = \/T)

Solution de ’exercice 1
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Donc
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La substitution de variable v = z/|a| + (i/2)|cr|q donne
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Ha) = TSign(a)e_‘I‘QQ‘f / du e = sign(a)e 17
T

[On note sans démonstration que le fait que la nouvelle variable u a une partie imaginaire ne change
pas le résultat de l'intégration.|
La largeur a mi-hauteur est donnée par
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Fa) =30 e e o
Donc
z* = avIn2.
De méme,
fl) =500 & sim@)e 0 = gn(a)
Donc

Par conséquent,

ne dépend pas de «.



Exercice 2

1. Montrer que fi(q) = e~ est la transformée de Fourier de fi(x) = o

2. En déduire les transformées de Fourier fo(q) et f3(q) des fonctions suivantes :

3 2
T a’ — 3ax
i r) = —"= et ii r) = ——F=.
() f2( ) ($2+6L2)2 ( ) f3< ) <$2+CL2)3
Indication : Pour calculer les transformées de Fourier de fo(z) et f3(x) on remarquera que ces
fonctions s’obtiennent par dérivation par rapport a x de la fonction f;(z).
Solution de ’exercice 2

1. Au lieu de calculer
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il est plus facile de calculer la TF inverse
—1r 7 1 iqT
filz) = TF[fi(g)] = 2— dq €' x 7 exp[—alq]]
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2. (i) On remarque que

1 d a 1,
fol@) = —5-— (m) =5 fi2).
Comme TF[f'(z)] = iqg TF[f(z)], on obtient

(ii) On remarque
d /
fs(z) = a%(ﬁf—&zy = afy(7).

Donc

Falz) = gq2 o—alal

Exercice 3



1. Démontrer que pour une fonction f(x) quelconque, il est faux de supposer que

RATF[f ()]} = TFR{S (x)}].

2. A quelle condition cette relation est-elle vraie ?

Solution de ’exercice 3

1. Le membre de gauche de I’équation est donné par

RITF[f ()]} = 5 {F(@) + F*(0)}

tandis que le membre de droite de I’équation est donné par

TRR(@)] = TF [3(@) + /(2| = 3 (TFU )] + TFIF (o))

_ %{ / do f(z)ea" 4 / du f*(cc)e""”} = % { / de f(z)e™" + (/ de J (x)eiqx)*}

Lz e
= S{f@+Fa}.
2. Les deux sont égaux seulement si f(q) = f(—q), c’est-a-dire si f est une fonction paire.

Exercice 4 Transformation de Fourier d’une gaussienne

1. Démontrer la relation de dérivation suivante pour la TF :

df(e) _
Zd—q = TF[zf(x)].

2. Soit f(q) = TF[exp(—%)] oit a est un réel positif. Comme f'(z) = -2 exp(—%), en déduire une
équation différentielle a laquelle obéit f(gq). Donner I'expression de f(q).
Solution de I’exercice 4
1. Avec xe * = id,e " | on trouve

[e.9] (e 9]

. 0 . -
TF[zf(x)] = / de e " f(x) = za—q / de e f(z) = i(%f(q).
2. La fonction f obéit a ’équation différentielle
d x
@) =——f(2).
Avec les résultat de la partie 1, on trouve donc
oz 10 ; 0 = N
wofla) = —igg. flo = 5ofla) = —aaflg).
Donc f(x) et f(q) obéissent a la méme équation différentielle avec a — 1/a. On obtient
~ 12 ~ z?
flq) = Ae 2% avec A= f(0) = / dx e 2a =+/27a.



