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PREFACE

La premiere partie de ces notes (les chapitres 1 & 6) rappelle les con-
naissances prérequises sur les processus aléatoires. Elle ne s’adresse pas
aux débutants ; les exercices sont pour la plupart d'un niveau avancé.
Cette premiere partie n’était a l'origine qu'un simple récapitulatif de
formules et la version présentée ici en porte encore tres visiblement les
traces. L’éleve trouvera une approche plus graduée, et avec davantage
d’exemples, dans les livres de Van Kampen et de Risken. Aux chapitres
9 et 6 beaucoup d’attention a été consacrée a la a-discrétisation de
I’équation de Langevin, point seulement technique, mais essentiel pour
la suite.

Les chapitres 7 & 13 constituent une introduction aux méthodes de
recherche modernes sur les problemes de réaction-diffusion. Ces “pro-
blemes” sont distincts des “équations” de réaction—diffusion des mathé-
maticiens : ces dernieres sont des EDP non linéaires dont ici, justement,
il s’agit de démontrer 'existence ou la non existence a partir d’'une de-
scription microscopique. Les cas les plus intéressants sont ceux ou il n'y
a pas A’EDP, ce qui arrive, typiquement, en basse dimension au voisinage
d'un point de transition de phase.

Apres la découverte du groupe de renormalisation par Wilson en 1971
et son extension aux perturbations dynamiques d'un équilibre de Boltz-
mann, la question s’imposa de savoir comment décrire une transition de
phase d'un systeme a N corps dans un état stationnaire loin d’équilibre.
Encore en 1977, dans leur article de revue [Rev. Mod. Phys. 49 (1977)
435] sur les phénomenes critiques dynamiques, Hohenberg et Halperin
écrivaient @ “..it is not clear whether fluctuations [in a steady state
far from equilibrium/ can be treated in the same way as for [equilibrium]
phase transitions”.

La réponse, connue aujourd’hui, fait 'objet des chapitres 7 & 12. Elle
passe par la conversion d’équations maitresses et d’équations de Langevin
en théories de champs. Les exemples et les commentaires sont nombreux
et tous les calculs, ou presque, sont faits en détail. Cependant, toutes
les motivations et tous les raisonnements n’ont pu étre inclus et sont
seulement donnés en cours.

Les méthodes générales présentées ici ont commencé a étre développées
aux alentours de 1970. Leur développement s’est fortement accéléré au
milieu des années 80, et la forme présentée ici n’a vu le jour qu’au cours
des années 90. Elle a été influencée par les articles de Cardy (pour la
conversion d’'une équation maitresse en théorie de champs) et de Janssen
(en ce qui concerne le passage de I’équation de Langevin a une théorie
de champs).
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Au chapitre 11, un exemple de renormalisation est élaboré en grand
détail a l'aide de la méthode de Wilson, qui ne requiert pas de connais-
sances en théorie des champs.

Ces notes ne correspondent a aucun cours précis ou complet. La
plupart des matieres exposées ont été enseignées par 'auteur au DEA,
puis au M2, de Physique Théorique a un moment ou autre durant ces
dernieres années. Toutefois, pendant leur rédaction, des modifications et
des extensions ont été apportées.

L’auteur doit beaucoup a son interaction avec F. van Wijland et K.
Oerding, sans laquelle ces notes ne seraient pas devenues ce qu’elles sont.
Il les en remercie ici.

Il n’est guere possible que des notes comme celles-ci, inachevées, soient
entierement sans erreurs. L’auteur les distribue a la seule intention de
ses éleves et il mettra leurs critiques a son profit.

Orsay, février 2009
H.J. Hilhorst

Les notes de cette année incluent les chapitres 14-20, qui faisaient
déja partie de 'enseignement. La présentation des chapitres originaux et
ceux rajoutés plus récemment n’est pas uniforme, toutefois sans que cela
devrait gener 1'éleve. L’état inachevé de ces notes est toujours évident.
Cependant, 'auteur a fait tous les efforts pour que le développement des
idées soit logique et les formules sans erreurs. Les critiques des lecteurs
continueront a étre les bienvenues. Finalement, I'extension des sujets a
conduit a un changement du titre de cette collection de notes.

Orsay, septembre 2010
H.J. Hilhorst
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1 Processus aléatoires

Les premiers chapitres de ces Notes n’étaient a 1’origine qu’un simple récapitu-
latif de formules. La version présentée ici en porte encore tres visiblement
les traces. L’éleve trouvera une approche plus graduée, et avec davantage
d’exemples, dans les livres de Van Kampen [vK92] et de Risken [Ri9].

1.1 Fonctions aléatoires. Une fonction aléatoire (ou : stochastique) est une
famille de fonctions u munie d’une loi de probabilité P[u]. Chaque u est dite
une réalisation de la fonction aléatoire. On dénotera la fonction aléatoire par
le méme symbole u que ses réalisations ; le sens sera toujours clair dans le
contexte.

Les u dépendent d’une variable indépendante que I’on notera génériquement
t et qui parcourt soit ’axe réel entier, soit un intervalle [T7,T5]. Sit représente
le temps, comme il sera admis dans la suite, on appelle u(t) un processus
aléatoire.

La fonction u(t) prend ses valeurs dans un ensemble S arbitraire, qui peut
étre discret ou continu. Dans les applications on a souvent S = R% ou S ¢ R?.
On se placera désormais dans ce cas, sauf mention du contraire.

1.2 Discrétisation. 1l est permis d’imaginer que 'axe du temps soit discrétisé
et que u(t) soit un vecteur aléatoire ayant autant de composantes qu’il y a de
points de discrétisation sur 'axe.

1.3 Etiquette. Il est souvent utile d’imaginer que chaque réalisation d’un
processus aléatoire u soit caractérisée par une étiquette , si bien qu’elle peut
étre notée u,(t). La loi Plu| est alors équivalente & une loi p(¢) sur un ensemble
I d’étiquettes. Une étiquette peut étre un jeu de parametres.

1.4 FEzemples.

a. Processus dichotome. Soit u(t) une fonction sur [0,7] qui saute entre
+1 (c’est-a-dire S = {—1,1} ; on 'appelle un processus dichotome). Pour son
étiquette on peut prendre ¢ = (ug,n,t1,...,t,), ot ug = u(0) est la valeur
initiale, n est le nombre de sauts, et la suite t1,...,%, (non nécessairement
ordonnée) donne les instants des sauts.

Pour compléter la définition du processus, on peut, par exemple, prendre

ti,..., t, indépendants et uniformément distribués sur [0, 7], et considérer wug
et n comme fixes. Un processus différent est obtenu si, avec la méme loi des
ti,...,t,, on prend n distribué selon une loi de Poisson.

b. Ensemble de trajectoires déterministes. Soit I'(t) une trajectoire dé-
terministe dans l’espace des phases d'un systéeme classique a N particules
ponctuelles. Une telle trajectoire est caractérisée de facon unique par sa valeur
I'(0) = Ty & un instant ¢t = 0, et pour la distinguer de toutes les autres on
peut la noter aussi I'r,(¢). On a les correspondances RV « S, T' < u et
I’y < ¢. On peut prendre pour p(T'y), par exemple, la distribution canonique
dans 'espace des phases.



H.J. Hilhorst : Notes d’accompagnement ... (version 20 novembre 2010) 7

1.5 Moyennes. Soit F[u] une grandeur dépendant du processus aléatoire u,
et donc elle-méme aléatoire. Exemples : Flu] = u(ty)u(ts), Flu] = [dtu?(t).
La moyenne de Flu| s’exprime de deux fagons alternatives :

(Fy = /DuF[u]P[u]
— [ @ Flu) 0 (1)

1.6 Fonctionnelle caractéristique. Par analogie avec la fonction caractéris-
tique d’une loi de probabilité on définit la fonctionnelle caractéristique G[f]
du processus aléatoire u par

Glf] = (exp / at’ f(tyu(t')) 2)

Les moments de u peuvent étre obtenus comme des dérivées fonctionnelles de
G. Par exemple

5°G[f] B
m‘fo = (u(t1)u(t2)) (3)

1.7 Loi de probabilité a n fenétres. Soit
Po(s1,t1;...;8n,tn) dsy ... dsy (4)

la probabilité pour qu'un processus aléatoire ait

— alinstant ¢; une valeur u(¢;) dans l'intervalle [s1, s1 + ds1] ;

— et a l'instant ¢9 une valeur u(ty) dans U'intervalle [sg, s1 + dss] ;

—et ...

— et a l'instant ¢, une valeur u(t,) dans l'intervalle [s,, s, + ds,].
En considérant ces n intervalles comme autant de “fenétres” érigées a des
instants précis sur 'axe du temps, on appellera dans ces notes la fonction P,
une loi de probabilité a n fenétres (le nom standard est probabilité a n temps).
Elle se déduit des lois P[u] ou p(¢) par la relation

Py (51,155 8n,tn) = (0(u(ty) — s1) ... 0(u(tn) — Sn)) (5)

Les P, sont non négatives et normalisées telles que f P,ds;...ds, = 1. Pour
m <mn, les P, découlent des P, par intégration sur n —m variables. Au lieu
de P;(s,t) on écrira aussi P(s,t).

1.8 Moyennes. La moyenne d’une grandeur F'[u] qui ne dépend que des
valeurs de u(t) en t = t1,ta,...,t, peut étre calculée a partir de P,. L’exemple
Flu] = u(t1)u(t2) donne ainsi la fonction de corrélation a deux temps,

(u(tr)u(tz)) = /d81/d82 5152 Py(s1,11; 52,12) (6)

On comprendra donc aisément le théoreme du paragraphe suivant.

1.9 Théoréme de Kolmogoroff (1933). Un processus aléatoire est complete-
ment spécifié par la donnée des P,, pour tous les n.
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1.10 Processus stationnaires. Un processus est appelé stationnaire si ses
moyennes sont invariantes par translation du temps.
Si u(t) est stationnaire, on a en particulier

(u(t) =uo,  {(u®u(t)) = r(lt' - 1) (7)

ou ug est une constante et k ne dépend que de la différence des temps.

1.11  Processus gaussiens. Un processus est appelé gaussien si toutes ses
P, sont des fonctions gaussiennes de leurs arguments s1,...,s,. Ainsi, les ex-
pressions les plus générales pour les fonctions P; et P» d’un processus gaussien
sont

Pl(S, t) = Cl 67682

Py(s1,t1582,t2) = Co exp [— c11 5% — (c1o + c21) 5152 — €22 55 (8)

ou ¢ dépend arbitrairement de ¢, les ¢;; dépendent arbitrairement de 1 et de
to, et C7 et Cy sont des constantes de normalisation.

1.12 Lois conditionnelles. On définit

Py(s',t';s,t)

Pi(s' s, t) =
11(5) |5) ) Pl(S,t)

(9)
La quantité Pyi(s’,¢|s,t)As’ représente la probabilité pour que le processus
aléatoire passe par la fenétre [s', s’ + As’]| & l'instant ¢’ étant donné que sa
valeur était s a 'instant t. On dit que Py; est une probabilité conditionnelle.
Ce concept est facilement étendu a des probabilités P,,/,, pour que le processus
passe par n’ fenétres & n’ instants spécifiés étant données ses valeurs & n autres
instants. L’intégrale de P, sur ses n’ premiers arguments vaut 1.

1.13  Notation pour le cas discret. Siu(t) prend ses valeurs dans un ensem-
ble discret, on appellera celles-ci o,0’,.... On notera P,(o1,t1;...;0n,t,) la
probabilité pour que u(t) ait a l'instant ¢; la valeur oy, ..., a l'instant ¢, la
valeur o,,. Au lieu de P (0,t) on écrira aussi P, (t).

2 Equation maitresse

2.1 Introduction. L’exposé qui suit sert, d’une part, a définir ’équation
maitresse et en énoncer les propriétés principales, et d’autre part, a fournir la
motivation pour la définition, donnée au chapitre [31 d’un processus aléatoire
markovien. Les valeurs s € S ou o € S que peut prendre un processus aléatoire
u(t) seront souvent appelées ci-dessous des états. La distinction faite entre des
ensembles S discrets et continus est motivée uniquement par des considérations
pédagogiques. Certaines propriétés de 'équation maitresse sont discutées plus
facilement pour des ensembles discrets d’états, et d’autres pour des ensembles
continus.
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2.2 Equatz’on maitresse. On considérera ci-dessous une sous-classe de pro-
cessus aléatoires u(t) dont les réalisations sont constantes par morceaux (cepen-
dant, pas tous les processus constants par morceaux font partie de la sous-
classe).

a. Cas discret. Soit un processus aléatoire u(t) pouvant se trouver dans
un ensemble discret d’états o. Supposons qu’il existe des W/, tels que dans
tout intervalle de temps At, a la limite At — 0,

Woro AL o #o (10)

la probabilité pour que le processus u saute de o a o', étant donné qu’il valait
o. On appelle les W, des taux de transition. Les termes saut et transition
seront synonymes.

Soit P,(t) la probabilité pour que u(t) vaille o, étant donné une loi initiale
P,(to) pour u(tg) & un instant ¢ty < ¢. Il découle de I'hypotheése de l'existence
des Wy, que P,(t) obéit & [’équation maitresse

APy (t)
dt

- Z [WUU’PU’(t) - WU/UPU(t)] (11)
o/ (£0)

Il n’est pas nécessaire de définir W,,. On notera T4, (t|to) la solution partic-
uliere correspondant a la condition initiale Py (to) = do,0,-

Bien que la notation ne l'indique pas, les taux de transition peuvent
dépendre du temps. Ce sera le cas, par exemple, pour les taux de transi-
tions d’un moment magnétique soumis a un champ oscillatoire.

b. Cas continu. Au cas ou o est remplacé par une variable s continue, on
notera

W (s'|s)As’At s# s (12)

la probabilité pour que pendant un intervalle de temps At un systéeme se
trouvant en s saute & un point dans l'intervalle [s, s’ + As’]. Notant P(s,t)As
la probabilité pour que le systéme se trouve dans [s, s + As| étant donné une
condition initiale & un instant antérieur on a pour P(s,t) ’équation maitresse

OP(s,t)

ot /dsl (W (s|s") P(s',t) = W(s'|s) P(s,1)] (13)
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L

Figure 1: Un exemple de réalisation d’un processus markovien u(t) avec des
états o discrets, indiqués par les pointillés.

—/ | o

Figure 2: Un exemple de réalisation d’un processus markovien u(t) avec des
états s dans un continuum.
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Figure 3: Relations d’inclusion entre des processus aléatoires de divers types.
PA : processus aléatoires, PM : processus markoviens, EM : processus obéissant
a une équation maitresse, FP : processus obéissant a une équation de Fokker—
Planck ; cette derniere peut étre vue comme un cas limite d’une équation
maitresse.

Il n’est pas nécessaire de définir W (s|s). On notera T'(s,t|sg,to) la solution
particuliere de I’équation ([3]) qui a pour condition initiale P(s,ty) = d(s—so).

Les Wy, et les W (s'|s) peuvent étre dépendants du temps ; cela arrive,
par exemple, dans un systeme physique soumis a un champ extérieur oscillant.

2.3 Probabilité de transition. La grandeur Ty, (t|to), dans le cas discret, ou
T(s,t|so,to), dans le cas continu, est appelée la probabilité de transition du pro-
cessus. Les processus aléatoires du paragraphe précédent sont completement
spécifiés par

(i) une loi initiale P,(tg) ou P(s,tp), et

(ii) leur probabilité de transition T, (t'|t) ou T(s',t'|s,t) pour tout ¢ >
t > to.
La raison en est que la probabilité a n fenétres peut étre exprimée en termes
de ces deux grandeurs selon

Pn(sl, tl; ey Sn, tn) = T(Sn, tn‘Sn—h tn—l) e T(SQ, t2’$1, tl)P(sl, tl) (14)

(et une relation analogue pour le cas discret), apres quoi le théoréeme de Kol-
mogoroff du paragraphe assure que le processus est entierement connu.

2.4 Probabilité conditionnelle et probabilité de transition. Pour les processus
aléatoires du paragraphe [Z2] la probabilité & deux fenétres Py est égale a la
probabilité de transition 7. On le voit en comparant (@) avec () pour n = 2.

2.5 Fquations sous-jacentes. L’équation maitresse se rencontre dans des sit-
uations physiques tres diverses. Dans de nombreux cas, une équation maitresse
est tout simplement postulée. Dans d’autres cas, il s’avere possible de la
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déduire d’une équation sous-jacente plus fondamentale, telle que ’équation de
Liouville classique ou quantique. Une telle dérivation doit a la fois montrer
I'existence d’une équation maitresse et donner les expressions explicites des
taux de transition. On ne s’occupera pas ici de ce type de questions.

2.6 Temps de séjour dans un état. Cette remarque sert de préalable au
paragraphe EETT] Dans le cas discret, le taux W, auquel un processus quitte
un état o est donné par

Wo= > Wyo (15)
o'(#0)
Dans le cas continu, le processus quitte un état s ou il se trouve a un taux
W (s) donné par

W(s) = /ds'W(8'|s) (16)

Dans un cas comme dans 'autre, étant donné que le processus entre dans un
état, son temps de séjour moyen y est non zéro car égal a respectivement 1/W,
et 1/W(s). Les processus u(t) sont donc des fonctions discontinues du temps,
constantes par morceaux. Au lieu de u(t), on les notera a certaines occasions
aussi o(t) ou s(t). Le temps de séjour intervient dans les simulations Monte
Carlo, comme on le verra ci-dessous.

2.7  Simulation par Monte Carlo de l’équation maitresse. Trop peu de textes
sur les processus aléatoires contiennent la remarque suivante, qui est pourtant
d’une grande importance conceptuelle.

A partir d’une valeur u(tg) = oo & un instant tp, une réalisation du pro-
cessus aléatoire u(t) peut étre engendrée comme suit.

— Tirer un nombre aléatoire 7 d’une distribution ¢(7) = Wy, exp(—7W,),
ou 0 < 7 < co. Le processus u(t) fera son premier saut a Uinstant ¢t = ¢ + 7.

— Diviser U'intervalle [0, 1] en sous-intervalles disjoints ayant les longueurs
We .00/ W, (un sous-intervalle pour chaque o). Déterminer le nouvel état oy
moyennant un nombre aléatoire tiré d’une distribution uniforme sur (0, 1).

— Recommencer avec la paire (o7,11).
Meéme si en pratique d’autres algorithmes, plus efficaces, peuvent étre utilisés,
ils constituent une représentation fidele de I’équation maitresse seulement s’ils
sont équivalents a celui ci-dessus.

Exercice 1. Un générateur de nombres aléatoires engendre des X uni-
formément distribués sur I'intervalle (0,1).

a. Comment peut-on transformer un nombre X produit par ce
générateur

(i) en un nombre z tiré de I'exponentielle a exp(—ax) avec x > 0 ;

(ii) en un nombre z tiré d’une distribution ¢(x) quelconque sur 'axe
réel ?
Les grandes simulations de systemes physiques consomment des mil-
liards de nombres aléatoires et il faut pouvoir les engendrer le plus rapi-
dement possible. Qu’est-ce qui limite I'utilité de la méthode que vous
avez trouvée en (ii) ci-dessus ?



H.J. Hilhorst : Notes d’accompagnement ... (version 20 novembre 2010) 13

b. Comment peut-on engendrer des nombres aléatoires gaussiens 7
On se sert de 'astuce suivante. Soient x et y deux nombres aléatoires
tirés d’une méme distribution gaussienne de moyenne zéro et de variance
a’. On pose x = rcos¢ et y = rsing. Trouver la loi de probabilité

q(r, ¢). Conclure.
c. Trouver une astuce pour engendrer des nombres aléatoires z > 0
distribués selon la loi ze™=.
2.8 Notation vectorielle. Soit P(t) le vecteur de composantes P,(t) et soit

W la matrice d’éléments

Wo/a = WJ’J Woo = — Z WJ’U (17)
o'(F#0o)
L’équation maitresse ([Il) s’exprime alors sous la forme
dP(t

Dans le cas continu la matrice W,/ est remplacée par un noyau d’intégrale

W(s|s).

2.9 Solution formelle. Admettons pour simplifier que W ne dépend pas
du temps. La solution formelle de 1’équation ([[¥]), avec une condition initiale
P(tg), est alors

P(t) = V{t=to) pin(y) (19)
Il s’ensuit que la probabilité de transition est donnée par
To/a(t/’t) = [ew(t,_t)]a’a (20)

On ne peut calculer le membre de droite de £0) que si W est suffisamment
simple. Si W dépend du temps, l'expression T,/ ('|t) en termes de W n’est
pas donnée par () mais est plus compliquée.

2.10 Propriétés de WW. En général VW est une matrice non symétrique. Sa
définition (), combinée avec la positivité des W,/ pour ¢’ # o, conduit a de
nombreuses propriétés intéressantes et utiles. Voir [£K92]. Ici on en relevera
seulement les suivantes.

a. L’équation (@) implique que (1,1,...,1) est un vecteur propre de
gauche de VW avec valeur propre nulle. Il s’ensuit que WV posseéde au moins un
vecteur propre de droite ayant également la valeur propre zéro. Apres I'avoir
normalisé convenablement on dénotera ce vecteur propre par P et, comme il
satisfait a 1Pt

T 0 (21)
on I'appellera solution stationnaire de I'équation ([[H). Dans les cas ott P
décrit un systeme physique a I’équilibre, on dit aussi que c’est une solution
d’équilibre, et emploie la notation P°1.

b. Les valeurs propres A de W satisfont a Re A < 0. 1l existe souvent des
inégalités plus fortes. Dans les cas qui nous intéressent on aura Re A < 0 pour
tout A # 0, si bien que toute distribution initiale tendra pour t — oo vers une
distribution stationnaire (qui pourra ou non étre unique).
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2.11 Bilan détaillé.

a. Définition. Dans 'état stationnaire le membre de droite de I’équation
() s’annule pour tout o. Il arrive dans de nombreuses applications que
I’expression entre crochets a l'intérieur de la somme sur ¢’ s’annule :

WJ/UPUSt = Weyor PUSJ/C (22)

On appelle les égalités [Z2) les relations du bilan détaillé. Si la propriété du
bilan détaillé est satisfaite, c’est le plus souvent parce qu’elle découle de la
réversibilité microscopique des équations sous-jacentes [vK92].

b. Conséquence pour le spectre de VWW. En présence de bilan détaillé,
I’analyse de I’équation maitresse devient plus facile. En particulier, la matrice
W est symétrisable : sa transformée WS définie par

Wy = (P3)72 Wiy (P12 (23)

est symétrique. On en déduit que les valeurs propres de WS, donc de W, sont
réelles.

c. Cas fréquent. 1l arrive souvent que les o représentent les états d’'un
systeme physique a I’équilibre. La probabilité stationnaire est alors

P = 7 e PEs (24)

ou [ est la température inverse du systeme et E, I’énergie (ou parfois I'énergie
libre) de I’état 0. Imaginons que, indépendamment d’éventuelles équations du
mouvement plus fondamentales qui pourraient régir ce systéme, 'on veuille le
décrire par une équation maitresse. Un choix possible des taux de transition
est alors

Woig = J’UeiﬁEal (25)

ou les Cy,/, sont des constantes non négatives telles que Cyry = Cyyr. Ce choix
obéit au bilan détaillé et est compatible avec la distribution d’équilibre Ps?
de 24)). Pour que cet équilibre puisse effectivement étre atteint, il est encore
nécessaire qu'un nombre suffisant des C,/, soit non nul pour que l'espace des
états o ne soit pas coupé en sous-espaces non connectés par des transitions.

2.12  Solutions stationnaires sans bilan détaillé. Pour une équation maitres-
se sans bilan détaillé il n’y a pas, en général, de relation simple entre les
taux de transition et la loi de probabilité stationnaire. Toutefois, Kirchhoff
(voir Haken Haken, chapitre 4.8) a développé une méthode diagrammatique
qui permet dans certains cas de trouver la solution explicitement et qui dans
d’autres cas contribue a la compréhension.

Des équations maitresse sans bilan détaillé apparaissent, par exemple,
pour un systéme traversé par un courant, ou pour des réactions chimiques
irréversibles.

Ezxemple 1 : Un courant. Sur un réseau unidimensionnel de sites i = 1,..., N
avec des conditions aux bords périodiques, une marche aléatoire saute a droite
(a gauche) au taux vy (7-). L’invariance par translation nous fait conclure
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que Pf* = 1/N ; cependant, les relations de bilan détaillé ne sont pas satis-
faites.

Ezemple 2 : Un systéme a trois états. Dans un systeéme a trois états 1, 2 et
3, les seuls taux de transition non nuls sont Ws; = a, W3y = b et Wi3 = c.
Pour a = b = ¢ on récupere un cas particulier de I'exemple précédent.

Exercice 2. Pour le cas de 'exemple ci-dessus, représenter les états par
des points et les taux non nuls par des fleches. Ecrire la matrice W.
Ecrire I’équation aux valeurs propres. Trouver les valeurs propres pour
a = b = c. Trouver les vecteurs propres de droite.

Ezemple 3 : Une réaction chimique cyclique. Trois especes de particules
chimiques A, B et C sont interconvertibles entre elles moyennant les réactions

A7B B—C C— A (26)

dont les taux sont indiqués en-dessous des fleches. Les particules sont indé-
pendantes et peuvent sauter entre les sites voisins d’un réseau a un taux .

Exercice 3. A quels égards cet exemple est-il simpliste 7 Ce modele a
toutefois ’avantage d’étre soluble. On se limitera au cas a = b = c.

a. Quel sera I’état stationnaire 7

b. Montrer comment pour un réseau unidimensionnel de sites ¢ =
1,...,N on peut écrire la matrice VW correspondante et trouver son
spectre.

3 Processus markoviens

3.1 Processus markoviens.

a. Définition. Ce qui précede suggere la définition suivante. On appelle
processus markovien tout processus aléatoire dont la probabilité a n fenétres
se décompose suivant 1’équation (). Dans les cas ou T ne dépend que de la
différence ' — t des deux temps, le processus markovien est dit homogeéne.

b. Commentaires. La discussion précédente montre que tout processus
décrit par une équation maitresse est markovien. Cependant, on verra par
la suite que la classe des processus markoviens en comprend encore d’autres.
Ce sont essentiellement des processus que l'on peut obtenir & partir d’une
équation maitresse moyennant une limite dans laquelle les taux de transition
W (s'|s) deviennent singuliers.

c. Attention ! Tout processus aléatoire possede une loi de probabilité a
deux fenétres Pi1(s',t'|s,t), mais c’est seulement dans le cas d’un processus
markovien que cette fonction

— porte le nom de probabilité de transition ;

— peut servir a construire toutes les P, ;

— est dénotée, dans ces notes, par la lettre T
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3.2 L’équation de Chapman—Kolmogoroff. Ayant vu qu’un processus mar-
kovien est spécifié completement par une loi initiale P(s,%y) & un instant ¢y
quelconque, et une probabilité de transition T'(s’,t'|s, ), on peut se demander
quelles sont les fonctions T (de quatre variables !) qui qualifient.

Considérons ’équation ([[) pour n = 3, c’est-a-dire avec deux facteurs 7.
En intégrant sur se, puis en utilisant "équation () et simplifiant par P(sq,t1),
on trouve que la probabilité de transition T" doit satisfaire a

T(s3,t3|s1,t1) = /d82 T (s3,t3]s2,t2) T'(s2,t2|51,11) ty <ty <tz (27)

Cette équation est dictée également par la simple notion que la probabilité
totale doit étre conservée au cours du temps. On 'appelle habituellement
I’équation de Chapman—Kolmogoroff. Chez certains auteurs elle porte le nom
de Smoluchowski. Le premier a en écrire une version semble avoir été Bachelier
en 1900.

On arrive & la conclusion suivante. Toute loi de probabilité T'(s',t'|s,t)
sur la variable s’ qui obéit & I’équation (1), en combinaison avec une loi
initiale P(s,tp) & un instant ¢y quelconque, définit de fagon unique un processus
markovien. Pour s’en convaincre, il suffit de vérifier que les P,, construites a
partir de ces deux données, sont positives et correctement normalisées.

Ezemples. Les équations (B8) et @) plus loin donnent deux exemples de
probabilités de transition 7' définissant des processus markoviens qui ne sont
pas dans la sous-classe de ceux du paragraphe Ce point est discuté plus
amplement au chapitre 4l

Exercice 4. Montrer que si la loi initiale P(s,ty) et la probabilité de
transition T'(s',t'|s,t) sont des gaussiennes (respectivement en s et en
s',s), alors le processus markovien engendré est gaussien.

Exercice 5. Formalisme de l'opérateur de projection. Soit un systeme a
N particules dont on connait I’équation du mouvement microscopique.
Celle-ci peut étre, par exemple, I’équation de Liouville ou de Von Neu-
mann, ou une équation maitresse a laquelle on attribue un statut fon-
damental. Une question générale en mécanique statistique est de savoir
comment déduire d’une équation du mouvement microscopique un sys-
teme d’équations fermé limité & un nombre restreint de grandeurs d’intérét
physique. Il n’existe pas de réponse universelle a cette question. Le “for-
malisme de 'opérateur de projection”, introduit vers 1960 par Mori et
par Zwanzig, ne résout pas le probleme, mais le fait réapparaitre sous
une forme & partir de laquelle de bonnes approximations sont souvent
possibles. Ci-dessous on explique ce formalisme sous la forme d’un exer-
cice pour le cas ou I'équation de base est une équation maitresse [Zw6()].
Une approche différente, mais essentiellement équivalente, est décrite
par Risken [Ri89], chapitre 8.

Soit une équation maitresse

(o) = Y [wlo o (o', 6) — (o' )ple ) (28)
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Soit S la grandeur physique qui nous intéresse. On écrira s, pour la
valeur de S dans le micro-état o. La probabilité de trouver pour S la
valeur s a l'instant ¢ est

P(s,t) = (s, 5)p(0,t) (29)

ou ¢ est le delta de Kronecker.
a. Montrer que P est normalisée comme il faut.
On dénotera par

Q(s) =D (s, 9) (30)

le sous-volume de ’espace des phases ou S vaut s. L’opérateur de pro-
jection P sera défini par

Pp(o,t) = p(o,t) = Q' (s5) P(so.t) (31)

b. Interpréter cette application. Montrer que P est une projection.
On définit

(1=P)p(o,t) = q(0,1) (32)

c. Montrer qu’en appliquant P et 1 — P aux deux membres de
léquation maitresse (Z8)), on obtient un systeme de deux équations
couplées pour deux inconnues P(s,t) et q(o,t).

d. Dans I’équation pour ¢, prendre la condition initiale g(o,0) = 0
et l'interpréter. Résoudre formellement cette équation et substituer le
résultat dans celle pour P, ce qui vous donne une équation pour la seule
inconnue P(s,t). Montrer que celle-ci s’écrit sous la forme

%P(s,t) = 3 [Wlsls)P(s! 1) — WS/ |s)P(s,1)

8/

—i—/o dTg:K(s,s’;T)P(s’,t —7) (33)

Exprimer W et K en termes des grandeurs données au départ.

La premiere ligne de la formule finale (B3]) représente une équation
maitresse, a laquelle la deuxieme ligne rajoute un terme a noyau mémoire.
L’apparition d’un tel terme est un phénomene général chaque fois que
I’on essaie de réduire le nombre de variables dans un systeme d’équations
d’évolution.

Remarque 1. 11 existe une variété de méthodes d’approximation qui
partent de 1’équation ([B3)) et qui, en général, consistent & simplifier le
terme de mémoire.

Remarque 2. La renormalisation que I'on rencontrera au chapitre
11 consiste également & éliminer une fraction des variables. On s’y
débarrasse du terme de mémoire en observant qu’il est non pertinent
dans le sens du groupe de renormalisation.
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3.3  Processus markoviens et non markoviens. Dans ce paragraphe on illus-
tre a l'aide de quelques exercices la différence entre les processus markoviens
et non markoviens.

Exercice 6. La marche aléatoire avec persistance. Une marche aléatoire
sur un réseau carré bidimensionnel, initialement localisée dans I'origine
(0,0), fait son premier pas & un taux ~y; vers le site (1,0) et a un taux
~_ vers ses trois autres sites voisins. Chaque pas suivant s’effectue a un
taux v4 dans la direction du pas précédent, et a un taux y_ dans l'une
des trois autres directions.

On note r(t) la position de la marche a Uinstant ¢ et e(t) = r(t) —
r(t — 1) le dernier déplacement qu’elle a subi avant d’arriver a cette
position. Montrer que

a. r(t) n’est pas markovien ; mais que

b. (r(t),e(t)) est markovien.
Cet exemple montre qu'un phénomene physique (ici : la marche aléatoire
avec persistance) peut correspondre ou non a la notion mathématique
d’un processus markovien, selon les variables que 'on choisit pour le
décrire.

Exercice 7. Quel est le processus non markovien le plus simple qui soit ?
Cette question n’a pas de réponse bien définie. On peut toutefois con-
sidérer ’exemple d’un processus u(t) composé de deux réalisations, u; (t)
et ug(t), qui sont des fonctions sur [0, 1] s’intersectant en un seul point.
Montrer que u(t) n’est pas markovien.

L’exercice suivant est utile pour des considérations générales concernant les
processus aléatoires et pour la discussion de fonctions de corrélation tem-
porelles.

Exercice 8. Soit un processus aléatoire u(¢). Pour un temps ¢y et une
constante uy donnés, les fonctions telles que u(ty) = up constituent un
sous-ensemble qui sera muni de la loi P définie comme P restreinte i ce
sous-ensemble et proprement normalisée. On notera u(t) les fonctions
u(t) de ce sous-ensemble.

a. Vérifier les énoncés suivants.

— Le sous-ensemble des u(t) est également un processus aléatoire.

— Méme si u(t) est stationnaire, %(t) ne l'est pas.

— Si u(t) est markovien, le processus 4(t) restreint a ¢t > ¢y l'est aussi.

— Soit (...)uyt, la moyenne par rapport a u(t). Avec ta > t1, la
fonction de corrélation du processus u(t) s’écrit

(u(t)u(tz)) = (u(t)(w(t2))u) e )
_ /dmP(ul,tl)u1<u(t2)>m,tl (34)

b. Si u(t) est markovien, montrer que le processus u(t) avec t < ty
I’est aussi.
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Solution 8b. Soit t_,, < t_p11 < ... < t_1 < tg une suite croissante
de temps. On écrira u_,, = u(t_,) et —m au lieu de (u_p,t_m) ;
ainsi Ppy1(—n,—n +1,...,—1,0) sera la probabilité a n + 1 temps du
processus u(t). En particulier P;(0) = Pj(ug,tp). On voit que

~ Poii(—n,—n+1,...,—-1,0)

Pr(—n, — 1,...,-1)= nt ! L 35

est la loi de probabilité & n temps du processus a(t), normalisée comme il
le faut selon [du_y, ... [du_1P, = 1. En intégrant [BA) sur u_,41,...,u_1
on obtient

- _ Py(—n,0)  T(0] =n)Pi(—n)
P=n) == = P1(0)

(36)

ou T' est la probabilité de transition de u(t). La question est maintenant
de savoir s’il existe T'(—m + 1| —m) tel que

P,(—n,—m+1,...,—1)
=T(=1] = 2)T(=2| = 3)...T(-n+ 1| —=n)P,(-n) (37)

Afin de répondre a cette question par 'affirmative et de trouver 'ex-
pression de T' on réécrit (BH) comme

P,(—n,—m+1,...,—1)
T - V)T(=1] = 2)...T(~n+ 1| — n)P(—n)
B P1(0)
_ T - DT(=1] ~2)  T(0] - 2)T(-2| -3)
T(0] —2) (0] - 3)
TO|—n+1D)T(-n+1—n) T —n)Pi(—n)
0~ n) o W

En comparant la derniére ligne de [8) a (B7) et (BH) on voit que u(t)
est markovien avec la probabilité de transition 7" donnée en termes de
T. En restituant la notation habituelle on trouve que pour t < ' < t

T (ug, to|u', t") T(u',t'|u,t)
T(UO, t0|u, t)

Tt |u,t) = (39)

On peut encore vérifier que Pon a [du/T(u',t'|u,t) = 1 comme il faut.

A noter qu'on n’a pas fait appararitre la dépendance de T en (ugp, to)
dans la notation de cette grandeur.

Exercice 9. Comme une application de 'exercice précédent, déterminer

T(u',t'|u,t) pour le processus dichotome qui saute & un taux -y entre deux
états u = £1 et qui prend la valeur u(ty) = 1 a I'instant ¢ = ¢g. Montrer



H.J. Hilhorst : Notes d’accompagnement ... (version 20 novembre 2010) 20

que le processus a(t) (pour lequel ¢ < ty) peut étre défini alternativement
par une équation maitresse de matrice W (t) donnée par

- —tanhy(to — 1) coth~y(ty — t)

W(t) = v (40)
tanhy(tg —t) —coth~(tg —t)

Exercice 10. Les deux processus aléatoires dont il est question au para-

graphe [[L4k, sont-ils markoviens ?

Exercice 11. Un gaz parfait a I’équilibre & une température donnée se
trouve dans un récipient divisé par une paroi en deux compartiments.
La paroi est trouée d’un trou de diametre plus petit que la distance
interatomique du gaz. Faire tout commentaire utile sur les deux énoncés
suivants :

— I’échange d’atomes entre les deux compartiments est un processus
aléatoire ;

— I’échange d’atomes entre les deux compartiments est un processus
markovien.

4 Equation de Fokker—Planck

4.1 Introduction. L’équation de Fokker—Planck est une équation aux dé-
rivées partielles parabolique. L’équation de la diffusion en est 'exemple le
plus simple et le mieux connu. L’équation de Fokker—Planck fournit un moyen
de décrire I’évolution des lois de probabilité associées a certains processus
markoviens qui ne peuvent pas étre définis par des équations maitresses au
sens du chapitre

4.2  Le développement de Kramers—Moyal. Voir Van Kampen [vK92], cha-
pitre VIII, et Risken [Ri89). A partir de 'équation maitresse on peut dans
certains cas, moyennant une limite convenablement prise, déduire une équation
de Fokker—Planck. Cette derniere peut donc étre vue comme un cas limite
d’équation maitresse. Le passage a une équation de Fokker—Planck est possible
dans la limite ol les sauts ¢ — o’ ou s — s’ deviennent infiniment petits
devant I’échelle des o ou des s a laquelle on s’intéresse, et infiniment fréquents
a l’échelle temporelle d’intérét.

a. Cas continu. On part de I’équation maitresse ([3)) et 'on élimine s’ en
faveur de r = s — s’. La nouvelle notation

W_o(s) = W(sls) (41)

dénotera le taux des sauts de taille r a partir de s. L’équation (I3]) devient

alors
OP(s,t)

ot
On se place au cas ou W,.(s) est suffisamment piquée autour de la valeur r = 0
de son indice, et ne varie que lentement avec son argument s. Le premier

= /dr (W,(s—r)P(s—r,t) — W_,(s)P(s,t)] (42)
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Figure 4: Réalisation d’un processus markovien u(t) dont le temps de séjour
est tres court. La région marquée par la fleche est montrée agrandie sur la
figure Al

Figure 5: Détail de la figure @l
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terme entre crochets dans [#Z) dépend de 'argument s — r. En développant
ce terme en série de Taylor autour de I’argument s on trouve

ot i L fans)P(s, 1) (43)
avec des coefficients a,(s) donnés par
an(s) = /dr " W, (s)
_ / ds’ (s — )" W(s|s) (44)

L’équation ([{3)) s’appelle le développement de Kramers—Moyal.

Le coefficient a,(s) a la dimension [a,,] = [s]"[t] ! ; on I'appellera le n ieme
taur de moment. Le produit a,(s)At représente, en effet, pour At — 0,
le nieme moment du déplacement As, effectué pendant At & partir d’'une
position initiale s.

b. Cas discret. Dans la discussion précédente o pouvait parcourir un en-
semble X arbitraire. Soit maintenant ¢ un nombre sans dimension qui mesure
des positions sur ’axe d’une variable s continue. Soit a I’echelle microscopique
des sauts o — o', donc une grandeur physique de méme dimension que s. On
posera

oa = s, P,(t) = aP(s,t) (45)

On s’intéresse aux phénomenes & 1’échelle macroscopique. Soit p = o — o', et
soit
Wop(0a) = Woy (o' #0) (46)

le taux des sauts de taille p a partir de 0. On admettra que le taux W,(s)
et la fonction P(s,t) d’intérét ne varient avec s qu’a une échelle > a. En
effectuant ces changements de variables et de fonctions dans ’équation ([[TI)
et développant comme ci-dessus, on arrive de nouveau a la série ([E3]), cette

fois-ci avec
an(s) =Y (pa)" W,(s) (47)

Il n’y a pas de terme p = 0 dans cette somme.

c. Développement systématique. Les termes de la série ([E3) ne correspon-
dent pas automatiquement a des puissances croissantes d’un petit parametre.
Risken ([Ri89], chapitre 4.6) considére la troncature de cette série apres un
nombre fini de termes. Van Kampen [vK92] explique sous quelles conditions
et comment on peut en extraire un développement systématique.

4.3 Equatz’on de Fokker—Planck.
a. Définition. En tronquant le développement (3] apres le second terme,
on obtient
OP(s,t) 0

82
B = (s P(s, )] + 3 [aa(s) Pls, 1) (48)
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qui s’appelle I’équation de Fokker—Planck ou parfois aussi I’ équation de Smolu-
chowski. Elle représente, sous certaines conditions, I'ordre le plus bas dans un
développement systématique de ’équation maitresse.

b. Terminologie. L’équation de Fokker—Planck est une équation linéaire
pour l'inconnue P(s,t). Ceci dit,

—si ag(s) = B, ou B est une constante, 1’équation de Fokker—Planck est
appelée quasi-linéaire ;

—si, en plus, aj(s) = Ag — As, ou Ay et A sont des constantes, I’équation
de Fokker—Planck est dite linéaire ; dans ce cas on peut se ramener a Ay = 0
par une translation de s.

c. Commentaires.

(i) L’équation maitresse de départ, ([I3J), est une équation intégro-différen-
tielle déterminée par une fonction a deux variables, a savoir le noyau d’intégrale
W (s'|s). L’équation de Fokker—Planck est une équation aux dérivées partielles
déterminée par deux fonctions a une variable, aq(s) et as(s).

(ii) Bien que la notation ne l'indique pas, les a,(s) peuvent dépendre du
temps. On admettra toutefois partout dans la suite que tel n’est pas le cas,
sauf si le contraire est précisé.

Exercice 12. Soit P(s,tp) > 0. Montrer que I’équation de Fokker—Planck
([ER) conserve la positivité, c’est-a-dire que P(s,t) > 0 pour tout t > tg.

4.4  Equivalence formelle. L’équation maitresse (3] donne directement,
sans aucun développement, 1’équation de Fokker—Planck () dans le cas ou

on choisit [Ri89)
0 0?

W(sls') = —5-[a1(s)0(s' = 5)] + 355 [az(s)8(s" = 9)] (49)

Mais, contrairement a ce qui était supposé jusqu’ici, ces taux de transition ne
sont évidemment pas des grandeurs finies.

Exercice 13. Déduire I’équation de Fokker—Planck ([#X) par substitution

de ([J) dans (3).

4.5 Equation de Fokker—Planck et processus markovien. Soit T(s,t|so,to)
la solution de I'’équation de Fokker—Planck (EF) avec la condition initiale

P (s,t0) = d(s — sg) (50)

Cette “fonction de Green” T obéit évidemment a I’équation de Chapman-
Kolmogoroff, ([1). L’équation de Fokker—Planck définit donc un processus
aléatoire markovien qu’on peut construire & partir de la condition initiale P™™
et de la probabilité de transition 7T ci-dessus.

4.6 Solution stationnaire. On ne sait pas résoudre ’équation de Fokker—
Planck générale (). Il est facile, toutefois, de trouver sa solution d’équilibre,

exp [2 /Sds’ a(s) } (51)

= ()

as(s)
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ou C est une constante de normalisation.

Exercice 14. La condition de stationnarité 0P(z,t)/0t = 0 appliquée a
() donne une équation différentielle linéaire de second ordre. Trouver
sa solution générale, qui doit dépendre de deux constantes d’intégration.
Qu’est-ce qui distingue la solution (BIl) donnée ci-dessus des autres so-
lutions stationnaires 7

4.7 Diffusion dans un potentiel. Pour ai(s) = —U'(s) et as(s) = 2kpT on
obtient I’équation de Fokker—Planck quasi-linéaire

QP( t)—gU’( VP(s,t) + k Ta—QP( t) (52)
ot Y T s T W B 952\

Celle-ci décrit la diffusion d’une particule dans un potentiel U(s). La solution
d’équilibre est un cas particulier de ([&1l),

P*(s) = C exp (— U(s)/kpT) (53)

Exercice 15. Un mouvement brownien unidimensionnel. Une particule
effectue des sauts entre les sites proches voisins d’un réseau unidimen-
sionnel de maille a. Soit V; le potentiel au site i, ou i = 0,+1,+2,...
Soit P;(t) la probabilité a linstant ¢ que la particule occupe le site i.
On cherche I'équation de Fokker—Planck pour I’évolution temporelle de
P;(t) valable & une échelle spatiale grande devant a, si bien qu’on peut
écrire P;(t) = aP(ia,t) = aP(z,t). On choisit des taux de transition
entre sites voisins donnés par

i 038(Vig1=Vi)
2

: Wiit1 = Vi1 038(Vi=Vit1) (54)

2

Wit1i =74

On admettra que v;, 1 et V; varient seulement lentement avec i (c’est-
2

a-dire a une échelle > a), si bien qu’on peut les remplacer par respec-
tivement v(z + 1a) et V().

[Interprétation : on peut imaginer qu'il s’agit de la diffusion d’un
gaz dans un matériaux poreux dont y(x) est la porosité locale. |

a. Ecrire léquation maitresse pour P;(t). Montrer que Pieq =
Cexp(—pV;) est la solution d’équilibre, quels que soient les v, T

b. Déduire de I’équation maitresse pour P;(t) celle qui régit P(x,t).
Montrer que P4(x) ne dépend pas de ~y(x).

c. Soit P5*(x) la solution stationnaire telle que le systéme est par-
couru d’un courant de probabilité J. Montrer que contrairement a
P(z), la solution stationnaire P5'(z) dépend de v(z). Trouver son
expression.

4.8 Mouvement déterministe. Soit un systéme déterministe régi par 1’équa-
tion du mouvement

ds ,
5= U6) (55)
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Un ensemble de points, de densité p(s,t) dans lespace des phases de ce
systeme, obéit a I’équation de Liouville

2 pls.t) = U (s)ols.1) (56)

c’est-a-dire a I’équation (B2) avec kT = 0. On comprend donc que le premier
terme de ’équation (B2) est a l'origine d’une dérive déterministe, alors que le
second prend en compte les fluctuations thermiques autour de celle-ci. Voir

[vK92], chapitre XL.5.

4.9 Processus d’Ornstein—Uhlenbeck.
a. Soit I’équation de Fokker—Planck linéaire

2P(s t) = AQSP(S t) + 3B a—QP(s t) (57)
ot T 0s ' 27 9527
qui décrit la diffusion dans un potentiel harmonique U(s) = %As? Sa solution
pour la condition initiale (B0) est
VA A(s — so e_A(lt_tO))2

T(S, t’SO, t()) =

(58)

VrB(1 — e~2A(t-t0)) exp | — B(1 — e=2A(t=10))

Il s’agit encore d’une probabilité de transition qui ne dépend que de la différence
des temps.
b. La probabilité de transition (E) et la condition initiale

_As

P(s.t0) = (A/mB)? exp(~—-)

(59)
définissent un processus aléatoire dit d’Ornstein—Uhlenbeck. Ce processus est
stationnaire.

Avec toute autre condition initiale, la méme probabilité de transition (B3]
définit un processus non stationnaire qui pour t — oo tend asymptotiquement
vers celui d’Ornstein—Uhlenbeck.

c. Théoréme de Doob (1942). Le processus d’Ornstein—Uhlenbeck est le
seul processus aléatoire qui soit a la fois (i) markovien, (ii) stationnaire et (iii)
gaussien, ceci a des facteurs d’échelle pres.

Exercice 16. Déduire (B8) de (B7) et (B0).

Indication : appliquer une transformation de Fourier.

4.10 Processus de Wiener ou de Wiener—Lévy. Dans la limite A — 0 le
processus d’Ornstein—Uhlenbeck (B8)) se réduit au processus de Wiener, dont
la probabilité de transition est

(s — s0)? ]

_1
T'(s,t]s0,t0) = (2 B(t — 1)) 2 exp | — m

(60)

Ce processus décrit la marche brownienne. Il n’est pas stationnaire.
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4.11 Temps de séjour. Les exemples des paragraphes E9l et montrent
la différence entre les nouveaux processus markoviens qu’on vient de trouver
dans ce chapitre, et ceux définis par les équations maitresses du chapitre 2.
Pour les nouveaux, si s(tg) = sg, dés que t > to la probabilité de trouver s(t)
dans un intervalle [s) — $As, so + 3As] tend vers 0 pour As — 0. Le temps
de séjour dans n’importe quel état est donc nul ; il n’existe pas de taux de
transition. Les trajectoires s(t) sont des fonctions continues de t. Dans le cas
du paragraphe ce sont les trajectoires browniennes, tres étudiées.

4.12  Les tauz de moment. Soit un processus markovien, défini par sa prob-
abilité de transition T'(s',t'|s,t). Ses taux de moment s’écrivent en termes de
T sous la forme

an(s) = lim i/ds'(s'—s)"T(s',t+At|s,t) (61)

Cette expression coincide avec la définition (@]) pour les processus markoviens
considérés au chapitre 2, qui ont des temps de séjour finis. Mais elle étend la
définition des taux de moments a des processus markoviens arbitraires, pour
lesquels on peut donc désormais écrire le développement de Kramers—Moyal.
Dans le cas particulier ou (Bl) conduit & as(s) = as(s) = ... =0, on sait que le
processus markovien en question est décrit par une équation de Fokker—Planck.

Quand on construit selon (@&l) le développement du processus markovien
défini par I'équation de Fokker—Planck (), on trouve que cette équation
s’autoreproduit.

4.13 Equation de Fokker—Planck dépendante du temps. Les a,(s), et donc
I’équation de Fokker—Planck, peuvent dépendre du temps. En pratique cela
arrive surtout pour des systéemes physiques soumis a des champs extérieurs
variables. L’exercice suivant montre un exemple d’un autre type.

Exercice 17. On considere le processus de Wiener du paragraphe
limité a ¢t < tg et avec la condition finale supplémentaire que P(s,tg) =
d(s — sg). Se rappeler le processus u(t) de l'exercice 8b.
a. Trouver la probabilité de transition T'(s',#'|s,t) de ce processus.
b. Montrer & partir de Pexpression de T que (pour B = 1) ce pro-
cessus est décrit par I’équation de Fokker—Planck

OP(s,t) 0 |:8—80

ot Os |tog—t

82
1
P(s, t)} +3 L p(s.n (62)
et en interpréter le premier terme du membre de droite.
c. Le sous-processus de (t) limité a I'intervalle 0 < t < ¢ et avec
une condition initiale %(0) = so identique & la finale est appelé un pont
brownien. Montrer que la loi de probabilité P(s,t) de ce processus est

donnée par

1 5 — 50)°
P(s,t) = [2mt(1 = t/tg)] 2 exp (‘ﬁ) .
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4.14 Le diagramme de la figure B montre les relations d’inclusion—exclusion
entre les processus aléatoires arbitraires (PA), les processus markoviens (PM),
les processus décrits par une équation maitresse (EM), et ceux décrits par une
équation de Fokker—Planck (FP).

Exercice 18. Donner un exemple de processus markovien qui ne soit
décrit ni par une équation maitresse du chapitre l&l ni par une équation
de Fokker—Planck ES).

4.15 Equation de Fokker—Planck multidimensionnelle. Voir Risken [Ri89],
chapitre 6 ; Van Kampen [©K92], chapitre VIIL6.

A la fin de ce chapitre on considere le cas o s = s1, ..., sy est une variable
a n composantes. Il est facile de déduire la généralisation du développement
E3) et l'on trouve

AP (s, 1)

Yo
B T i
i=1 "t

N[

N2
Z as.as,[alz‘j(s)P] + ... (64)
Z:]:1 v J
ol les coefficients sont donnés par

aii(s) = /ds'(sé — s;)W(s'|s)

azij(s) = /ds' (s — sl-)(.s;- — 5;)W(s']s)

Aniy.in (8) = /ds’(s;1 —Siy) ... (sgn — si, )W (s']s) (65)

S’il existe une limite ot 'on peut supprimer les termes représentés par les
points dans (G4), on obtient une équation de Fokker—Planck multivariée. Cette
équation est moins facile & manipuler que I’'équation de Langevin qui lui est
équivalente et dont il sera question dans les chapitres suivants.

5 Equation de Langevin

5.1 Introduction. Dans ce chapitre on considere la classe de processus
markoviens qui peuvent étre définis a 'aide de I’équation de Langevin. Au
chapitre suivant on verra que ce sont les mémes processus déja vus au chapitre
@7 c’est-a-dire ceux pour lesquels il existe une équation de Fokker—Planck.

5.2 Bruit blanc gaussien. Soit une fonction aléatoire £(t) de premier mo-
ment (£(¢)) =0 et de second moment

(L)) =To(t —t)) (66)

et dont les cumulants au-dela du second s’annulent. Tous les moments de ce
processus sont alors déterminés. Le processus défini ainsi s’appelle bruit blanc
gaussien. 1l est stationnaire. L’équation (BH) implique que £(¢) ne peut étre
une fonction continue.
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5.3 Bruits convergeant vers le bruit blanc gaussien. Le bruit blanc gaussien
est obtenu comme la limite d’une suite de bruits (= processus aléatoires).
Différentes suites sont possibles.

a. Dans l'exemple suivant, basé sur Van Kampen [K92], le bruit blanc
gaussien apparait comme la limite d’un bruit continu. Soit

s<t>=\[§;%f(t;“> (67)

ou les t; sont des instants aléatoires distribués uniformément avec une densité
p sur 'axe du temps ; les ¢; sont indépendants et aléatoirement égaux a +1 ;
et f(z) = (2m)"1/? exp(—42?). Dans la limite 7 — 0, p — oo la fonction £(t)
devient le bruit blanc gaussien du paragraphe précédent. La démonstration
passe par le calcul de la fonctionnelle génératrice de ce bruit. Voir [wK92].

b. On peut diviser 'axe du temps en intervalles At, écrire

() =Y & ot — nAt) (68)

ou &, est une variable aléatoire de loi gaussienne,

1 ¢
VoAt P ( B 2FAt> (69)

Dans la limite At — 0 ce bruit £(¢) devient également le bruit blanc
gaussien du paragraphe
c. Soit £(t) donné par

(1) =ay_ ot —t:) — pa (70)

p(gn) =

ou les t; sont uniformes de densité p et a est une constante positive. Ce bruit
est donc composé de deltas de Dirac positifs superposés sur un fond négatif
de maniere a ce que (£(t)) = 0.
Exercice 19. Montrer que dans la limite a — 0, p — oo avec pa’? =T
fixe, le bruit () devient encore une fois le bruit blanc gaussien du
paragraphe

Cet exercice montre que le bruit dont on prend la limite, n’a pas besoin d’étre

symétrique par rapport a £ = 0.

5.4 Equatz’on de Langevin.
a. Equation. Soit s(t) une grandeur fluctuante qui satisfait a4 1’équation
ds(t)

dt

= G(s) + H(s)€() (71)

ou G et H sont des fonctions données et ou £(¢) est du bruit blanc gaussien
d’autocorrélation (BH). L’équation ([Il) est appelée 1'équation de Langevin. Si
H(s) est égal & une constante Hy, I’équation de Langevin est dite linéaire ;
dans le cas contraire, elle est dite non linéaire. Le terme aléatoire H (s)&(t) est
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souvent appelée une force de Langevin ; le terme G(s) représente une dérive
systématique.

La méme équation ([I) avec un bruit £(¢) défini autrement (par exemple
avec un bruit continu) ne s’appelle plus “équation de Langevin”.

b. Régle de lecture. Soit 0 < o < 1. Convenons d’interpréter ([ZIl) comme

t+At

s(t+ At) — s(t) = ALG(sa(t)) + H(sa(t) /t dery  (12)

ol S4(t) est une abréviation pour la moyenne pondérée
sa(t) = (1 —a)s(t) +as(t+ At) (73)

si bien que so(t) = s(t) et s1(t) = s(t + At). On dit que les équations ([Z2)
et () représentent la version a-discrétisée de I’équation de Langevin (I,
ou encore qu'elles définissent une régle de lecture pour ([[Il). On verra que,
sauf si H(s) = Hy, le sens de 'équation ([I) est indéterminée sans une telle
regle : des « différents donnent lieu, de maniére générale, a des processus s(t)
différents. Ceci sera démontré au paragraphe

c. Terminologie. Deux cas particuliers portent des noms spécifiques :

— pour a = 0 on a la regle de lecture d’It6 ;

— pour o = % on a la regle de lecture de Stratonowvitch.
On parle aussi de discrétisations pré-point, mi-point et post-point pour respec-
tivement o = 0, %, 1.

d. Notons que, si s(t) est connu, ([[[Z) est une équation pour s(t + At) qui
est explicite quand a = 0, et implicite quand 0 < o < 1. Dans le premier cas
on appelle [[) aussi une équation d’Ité. Voir Gardiner [Ga&3|, chapitre 4.

5.5 Bruit continu. Si dans I’équation ([ZIl) on prend un bruit £(¢) continu,
aucune regle de lecture n’est nécessaire. Avec le bruit £(¢) de 'exemple a
du paragraphe B3], on obtient & la limite du bruit blanc gaussien la regle de
lecture de Stratonovitch, a = % Cette regle a donc, de ce point de vue, un

statut privilégié.

5.6 Continuité. Le bruit blanc gaussien {(t) n’est nulle part continu. Le
processus s(t) est continu, mais sa dérivée n’existe nulle part. Ces propriétés
proviennent du fait que le bruit blanc gaussien est une suite infiniment dense de
deltas de Dirac infiniment faibles, comme le montrent les suites approximantes
b et ¢ du paragraphe

5.7 Moyennes. L’équation de Langevin faisant intervenir une fonction aléa-
toire £(t), sa solution s(t) sera fonctionnelle de £(t) et donc également aléatoire.
Les moyennes telles que (s(t)) et (s(t)s(t')) s’entendent comme des moyennes
sur toutes les réalisations de £(t).

5.8 Equation de Langevin discréte. L'équation (T3) définit s(¢) pour une
suite d’instants séparés par de petits intervalles temporels, que ’on peut tous
prendre égaux a At. Posons

t, = nAt, $n = s(tn), Snae = Sa(tn) (74)
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La suite des s(t,) ne dépend que des variables aléatoires

tn+AL
e = /t a' £(t') (75)

qui sont indépendantes et distribuées selon la loi ([BH), si bien que (£2) =
I'At. La régle de lecture (@) équivaut donc au remplacement de I’équation
de Langevin ([[I]) par la version discrétisée

Snt+1 — Sn = At G(sna) + H(Sna) &n (76)

5.9 Fzxemple : Modéle de Landau—Guinsbourg dépendant du temps. Le
hamiltonien de Landau-Guinsbourg pour un modele de spins continus S; sur
un réseau de sites 1 =1,2,..., N est

2 2 4
H=3> (Si—S)"+4r) Si—tud Si+... (77)
(i,5) i i
ou (i,7) dénote une paire de sites voisins. On peut doter ce systéeme d’une
dynamique représentée par le systeme d’équations de Langevin
ds; oM
dt — 9S;

ou les &;(t) sont des bruits blancs gaussiens indépendants sur chaque site et
satisfaisant

+ &i(t) (78)

(&()E;(t) = 2kpTo;;0(t —t') (79)
L’approche vers I’état d’équilibre correct, P®4(S1, S, ..., Sy) = Z L exp(—H /kgT),
est alors garantie. En rajoutant a& H un terme — ), H;(t)S; avec, par exem-
ple, H;(t) = Hpcos(i-q — wt), on peut se poser la question de calculer la
susceptibilité magnétique dynamique x(q,w;T). Or, sauf si u = ... = 0 si bien
que tout est gaussien, il n’est pas possible de résoudre le systeme ([[¥). On

peut cependant I'analyser au voisinage de son point critique ferromagnétique
a laide des techniques de renormalisation. Voir [HHMT72).

6 Equivalence des équations de Fokker—Planck
et de Langevin

A. Equivalence

6.1 Introduction. Dans ce chapitre on montre ’équivalence des équations
de Fokker—Planck et de Langevin. On paie une attention particuliere au role
du parametre « lors du passage entre les deux types d’équation.

6.2 Equivalence. Voir Risken [Ri89], chapitre 3.3, ol il est surtout question
des cas o = 0 et o = 3. Voir aussi Gardiner [Ga&3] pour a = 0. On considére
a nouveau ’équation ([Z1]),

ds(t)
dt

= G(s) + H(s) (1) (80)
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a. Cas général. Soit I'équation de Langevin (Bl) avec le temps discrétisé
selon ([[@). On considere ([[H) comme une équation pour As = s,11 — Sp, & S,
donné. Avec cette notation on a S, = S, + @As. Sachant que At et &, sont
petits, on réécrit () comme

As = At[G(sp) + alAsG'(s,) + 20> As*G (s,) + .. ]
+&[H (sn) + aAsH'(s,) + 3a*As*H' (s,) + ... ] (81)
En résolvant As en termes de s,, on trouve
As = At G(sp) + EnH (sp) + &2 H(sp)H' (55) + ... (82)

ol les points indiquent le reste de la double série en puissances de &, et de At.
On voit qu’il s’agit d’un processus markovien, car 'incrément As ne dépend
que de la valeur s, et de la variable aléatoire indépendante &,. Il existe donc
une probabilité de transition T'(s, + As,t, + At|s,,t,). Comme cela a été
indiqué au paragraphe EET2, on peut alors construire le développement de
Kramers—Moyal pour la loi de probabilité P(s,t) a 'aide de I’équation (&1l),
qui dans le cas présent prend la forme

L (As)
an(s) = Bim 7

(83)

ou la moyenne est par rapport a &,. En substituant la série (82) dans (B3) et
effectuant la moyenne a l'aide de la loi de &,, on trouve pour (As™) une série
en puissances de At. Apres la limite At — 0 il reste

ai(s) = G(s)+alH(s)H'(s)
as(s) = T H?(s)
an(s) = 0 pour n >3 (84)

Il s’ensuit que 1'équation de Langevin ([B) avec la regle de lecture ([Z2)—(3)
est équivalente a ’équation de Fokker—Planck

OP(s,t 0 0?

W1 0 (G(s) + oD H () B () P(s.1] + AT D5 [H2()P(s,1)] (85)
ot ds s
qui, & un changement de notation pres, est identique a ().

b. Cas particulier de I’équation de Langevin linéaire. Ce cas est certaine-
ment le plus fréquent dans les applications. Si 'on pose G(s) = —U’(s) et
H?(s) = 2kgT/T, on trouve que I'’équation de Langevin linéaire

ds(t) 2kpT
T

=-U'(s) + §(t) (86)
ou &(t) satisfait a (BO), est équivalente a I’équation de Fokker-Planck (B2).
Il s’ensuit que sa solution d’équilibre, donnée par (B3]), est aussi la solution
d’équilibre de (Bl). C’est ainsi qu’on connait les distributions d’équilibre des
équations de Langevin.
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6.3 Discussion.
a. Le résultat démontré ci-dessus signifie que tous les moments

(s (t1)s™ (t2) ... 8™ (tn)) (87)

calculés a l'aide de I’équation de Langevin peuvent 1’étre aussi a l'aide de
I’équation de Fokker—Planck équivalente.

b. L’équation de Fokker—Planck (BH) est une EDP qui ne souffre d’aucune
indétermination. Le fait que cette équation dépende de «, montre que dif-
férentes regles de lecture pour I’équation de Langevin conduisent a différents
processus s(t).

c. L’équation de Langevin linéaire, on H(s) est égal a une constante H,
conduit a une équation de Fokker—Planck quasi-linéaire indépendante de o.. Le
processus s(t) défini par I’équation de Langevin linéaire est donc indépendante
de la regle de lecture.

6.4 Question inverse. Soit un processus markovien s(¢) dont la probabilité
de transition est définie par I’équation de Fokker—Planck (HH), et donc car-
actérisée par les taux de moment aq(s) et as(s). Pour un « prescrit, peut-on
trouver une équation de Langevin — c’est-a-dire des fonctions G(s) et H(s),
ainsi qu’un bruit 7(t) — qui produit ce processus ? Afin de répondre a cette
question, il suffit de résoudre G(s) et H(s) des équations (&l). On trouve que
l’équation de Fokker—Planck (E) est équivalente & 1’équation de Langevin

= ay(s) - 3o 220 J020) (58)

dt

assortie de la regle de lecture de parametre «, et avec un bruit blanc gaussien
d’autocorrélation (£(¢')¢(t)) = T'd(¢' —¢). On voit qu'un changement de choix
de « doit étre compensé par un changement de la dérive déterministe dans
I’équation de Langevin. On appelle la contribution compensatoire une dérive
fantome.

6.5 Changement de variable dans ’équation de Langevin. Supposons que
s = f(r) ou f est une fonction non linéaire donnée, et qu’a partir de I’équation
de Langevin (B) pour s on veuille établir une équation pour la nouvelle vari-

able indépendante r. Par exemple, r = %va et s = v sont "énergie cinétique

et la vitesse d’une particule, et donc f(r) = /2r/m. En appliquant les reégles
algébriques usuelles on trouve

dr(t) - _
"0 _ ) + ACE) (59)

ou G(r) = f'(r)G(f(r)) et H(r) = f'(r)H(f(r)). Cependant, on peut
s’apercevoir qu’il y a un probleme en regardant le cas particulier suivant. Si
H(s) = Hy, I’équation de Langevin (&) pour s est linéaire et on n’a pas besoin
de parler de la valeur de « ; toutefois, ’équation ([Bd) pour r est devenue non
linéaire et il faut spécifier a. Mais comment ?

La réponse est que, de facon générale, une transformation s — r n’est per-

mise que pour o = %, a moins qu’on abandonne les regles usuelle de ’algebre.
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Démonstration : Convertir les équations (B) et (Bd), toutes les deux avec le
méme « arbitraire, en équations de Fokker-Planck ; effectuer le changement de
variable s — 7 dans la premieére de ces équations (un changement de variable
dans une EDP est toujours bien défini) ; constater que l'on aboutit sur la
seconde uniquement si o = %

6.6 Corrélations entre s et £&. Outre les moments (§), on peut considérer
des corrélations entre des £ et des s, dont la plus simple est (s(¢)&(t')).

a. Awvertissement. De telles corrélations ne sont pas bien définies & moins
que l'on précise comment elles sont apparues lors de la limite At — 0. Par
exemple, dans cette limite les expressions (s(t,,)E(t, — At)), (s(tn)&(tn)), et
(s(t)&(ty, + At)), seront toutes les trois notées (s(t)£(t)), mais n’auront pour-
tant pas la méme valeur.

b. Le cas le plus fréquent est celui ou l'on veut obtenir une équation
pour d(s(t))/dt en moyennant ’équation (1) par rapport au bruit. Ceci fait
apparaitre le besoin de connaitre (H (s(t))&(t)). Dans ce cas, I'équation ()
montre que cette moyenne doit étre interprétée comme

1 t+At
(H(s(1))&@t)) = lim <H((1—a)s(t)+as(t+At))E/t dt’g(t’)>

At—0
N’
= A12151110< [H(s(t)) + a(s(t+ At) = s(t))H'(s(t)) +...] €ar)
= all'(s(t))(s(t + 0t) Ear) (90)

avec des explications qui vont suivre. D’abord, pour passer a la deuxieéme
ligne de (@) on a développé H en série de Taylor autour de s = s(t), les
points représentant des termes d’ordre supérieur dont on peut montrer qu’ils
ne contribuent pas a la limite At — 0. Noter que &a; est définie a partir des
valeurs de £(t) sur l'intervalle [t, ¢+ At]. Puis pour passer a la troisieme ligne
on s’est servi du fait que s(t), et donc H(s(t)) et H'(s(t)), ne sont pas corrélés
avec &y

Afin d’évaluer (@) on se sert encore une fois de ([[Z2) pour exprimer s(t+At)
en fonction (i) de grandeurs prises au temps ¢ et (ii) du bruit £a;. Le seul terme
dans l'expression pour s(t+ At) qui contribue est H (s(t))€a. En substituant
dans (@) on trouve

(H(s()€®)) = aH(s(t)H (s(t) (€20
= alH (s(t)) H'(s(1)) (9)
ce qui est le résultat recherché.

Exercice 20. Montrer qu’en moyennant pour le méme probléme physique
les équations d’It6 et de Stratonovitch, on obtient la méme équation
pour d(s)/dt.
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6.7 La pratique. Pour la pratique on retiendra les regles suivantes, qui
découlent des considérations ci-dessus.

Reégle 1. Afin de passer d’It6 a Stratonovitch sans changer le probleme
physique, il convient de soustraire du terme déterministe dans ’équation de
Langevin le terme 1das(s)/ds. Afin de passer en sens inverse, il faut rajouter
ce terme.

Reégle 2. Les changements de variable non linéaires ne sont permis que
pour o =

Reégle 3. La corrélation (H(s)£(t)), si elle intervient, est donnée par ().

N[

Exercice 21. Soit
dv

Friai + V2kBTE(1) (92)
I’équation de Langevin bien connue pour la vitesse d’une particule brown-
ienne, ou {(t) est du bruit blanc gaussien de moyenne zéro et d’auto-
corrélation (£(¢)E(t')) =To(t —t').

a. Etablir I’équation pour l’énergie cinétique £ = %mv2 de cette
particule (i) avec o = 1 et (ii) avec o = 0.

b. Montrer que pour ¢ — oo I’énergie cinétique moyenne tend vers
une valeur d’équilibre %m(v2>eq que vous calculerez. Pourquoi cette
valeur doit-elle étre indépendante de « ?

c. Donner 'expression explicite de la corrélation (£(t)v(t))eq dans

les deux casa:Oeta:%.

B. Le cas de N variables

6.8 Voir Risken [Ri89)], chapitre 3.4 et 3.6.
a. Les équations. Soit un systeme d’équations de Langevin couplées pour N
variables s = (s1,...,sN),

N

= Gi(s) + D> Hij(s)&(t) (93)

J=1

dsi (t)
dt

ou les Gj(s) et H;j(s) sont des fonctions données, les {;(t) sont des bruits
blancs gaussiens de moyenne zéro et de covariance

(&()E;(t') =Tog0(t —t) (94)

et la regle de lecture est imposée par un « arbitraire donné, c’est-a-dire que
lors du passage des s;(t) aux s;(t + At), les G; et H;; sont évaluées en (1 —
a)si(t) — as;(t + At).

z

b. Equivalence. Les niemes “moments de saut” de ce systeme sont

ASZ‘ As;
. 1. i
i = A T A
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Par la méme méthode qu’au cas d’une seule variable on trouve facilement que

ari(s) = Gi(s)+a Z Hek(s)a}gjy
kyf=1
N
azi; = Y Hin(s)Hji(s) (96)
k=1

alors que les a, d’ordre supérieur ou égal a trois sont zéro.

c. Non unicité de G et de H. On a montré ci-dessus comment les G; et H;;
déterminent le vecteur aq et la matrice ag, et donc définissent une équation
de Fokker—Planck. Cependant, on peut toujours symétriser cette équation en
remplagant as;; et ag j; par (as;; + azji)/2. 1l est donc clair qu’inversement
une équation de Fokker—Planck multivariée ne détermine pas de facon unique
les fonctions G; et H;;. A bien noter que cette discussion n’a rien a voir avec
le choix de .

7 Equation de Langevin et théorie des champs

A. Intégrales de chemin

7.1 Point de départ. On considére dans ce chapitre un probléme physique
décrit par I'équation de Langevin
ds(t)
dt

= G(s) + H(s)€() (97)

avec une discrétisation pré-point (donc a = 0, It6), et avec £(t) comme au
paragraphe 5.2, mais avec I' = 1. Si une équation de Langevin avec une autre
discrétisation était donnée, on la transformerait en équation d’Itd selon la
prescription du chapitre précédent. L’équation de Langevin discrete associée
a [@D) est 'équation (@) avec o =0,

Snt1 — Sn = At G(sp) + H(sn) én (98)

7.2 Les variables conjuguées §,,. Voir Janssen [1a92].

Au processus ([@8) est associée une probabilité de transition entre deux
instants successifs séparés de At que 'on notera Ta¢(S,11]$n) et qui est donnée
par

1 s — 8, — G(s,)At)?
Tat(Sni1lsn) = [2nH?(s,)At] "2 exp [— (n41 2HZ(sn)itn) ) (99)
En introduisant une intégrale gaussienne on la réécrira
ico ds ~
TAt(Sn+1|8n) :/ 2n-f-1 QAt(5n+1a5n+1|5n) (100)
—ioco 1
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ou l'on a abrégé

Qat(Sntt, Sngt|sn) = exp [—§n+1(sn+1—sn)—§n+1 G(sn)At+%§i+1H2(sn)At}

(101)
Cette quantité n’est pas nécessairement positive et on la qualifiera de poids
plutot que de probabilité. Elle satisfait a la normalisation

dsds
Q 5|y =1 102
[ [ S5 asisls) (102)

ol s est intégré le long de I'axe réel et 5 le long de I’axe imaginaire. Ce choix
des chemins d’intégration a l'avantage notationnel de ne pas faire apparaitre
l'unité imaginaire dans 'exponentielle de (). On appelle 3,1 une variable
conjuguée, ou encore, pour des raisons qu’on verra, une variable de réponse.
Elle est associée au passage de s, a sp+1. Ce type de variable a fait son

apparition en 1973 [MSRT3].

7.3 Intégrale de chemin. Soit un intervalle de temps [0,7], divisé en N
intervalles élémentaires At. On érige une fenétre a chaque instant ¢, = nAt,
pour n = 1,2,...,N. La probabilité Py pour que, étant donnée sa valeur
initiale sg, le processus s(t) passe par les N fenétres est

N-1
Py(s1,t1;. 553, tn150,0) = [ Tae(sns1lsn) (103)
n=0
On dit que Py donne la probabilité du chemin sg, $1,...,SN-

Soit F[s] une grandeur physique dépendant du processus s(t) discrétisé en
temps. Sa moyenne s’exprime comme une intégrale de chemin

(Fls]) = / dsy ... dsx Fls] Pa[s] (104)

ot Py([s] est une notation simplifiée pour le membre de gauche de I’équation

).

7.4 Action. En introduisant dans (3 la représentation () on obtient
la moyenne ([[04]) sous la forme

) = [ T Pl (105)

ou l'action S est donnée par

N—-1
o—Sls.3) _ H Qar(Snit1, Sni1lsn) (106)

n=0

. ~ Sn+1 — Sn ~ .
Sls,3] = At S [SHHL — 5anG(sn) — 182 H2(s)]  (107)
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L’exponentielle de —& donne une description plus fine du processus que ne le
fait Py : elle donne le poids, complexe, d’une suite sq, 51, S1, 52, ...,SN_1,SN, SN
comprenant aussi bien les variables physiques s,, que les variables conjuguées

Sn-

7.5 La fonction s(t) est continue mais sa dérivée n’existe nulle part. La
fonction §(¢) n’est nulle part continue ; elle partage cette propriété avec le
bruit () considéré précédemment.

7.6 Réponse a une force extérieure.

7.7 Action en temps continu. En pratique il est plus commode de travailler
en temps continu. Aussi prend-on dans lexpression ([I) formellement la
limite At — 0, ce qui donne

S[s, 8] = /0 dt[35 — 3G(s) — 25°H(s) ] (108)

Cependant, tout comme ’équation de Langevin, cette expression est dénuée
de sens si elle n’est pas accompagnée d’une regle de lecture ; celle-ci est fournie
par la version discrete ([II7).

7.8 Voie rapide. Une “voie rapide” pour passer de I'équation (@8) a ’action
([I08)) consiste a écrire la moyenne de F' comme une intégrale fonctionnelle sur
tous les s(t) solutions de (@) et sur toutes les réalisations £(t) du bruit,

(Fls]) = /Ds/DgF[s] TT6(: -G - mes)e) (109)

puis a introduire une représentation intégrale pour la fonction ¢ et & intégrer
sur le bruit €. Cette méthode manque cependant de rigueur, car elle ne permet
pas d’établir que ([[IX]) doit étre interprété comme (7).

7.9 Autres discrétisations.

a. Supposons que 'on veuille décrire le méme phénomeéne physique, énoncé
au paragraphe [Tl mais en termes d’une action a-discrétisée, donc dans laque-
lle G(s) et H(s) soient évalués non pas en s = s,, mais en s = s,,. Pour y par-
venir, on peut transformer ({7) en son équivalent a-discrétisé, en déterminer la
probabilité de transition, puis construire S(® de la méme facon que S = S©
ci-dessus. Cependant, ci-dessous on se servira d’une méthode plus courte
a2,

b. Dans 'action § on utilise le développement en série de Taylor

B , 0
G(sn) = G(Spa) — (Snt1 — sn)WHG(SW) + %(Sn+1 — Sp) @G(Sna) + ...
(110)

et le développement analogue de H(s,+1). Ensuite on se demande jusqu’a quel
ordre il faut garder les termes de la série (II0). On calcule donc la moyenne
(s7"), que I'on sait indépendante de « si toute la série est gardée.
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Il s’ensuit que I'action S de I'équation () est équivalente & S(® donnée
par

N-1
() g — ~ Sn+1 — Sn /= B 0

S [5’8] At T?:O [SnJrl At (SnJrl Dsnt )G(Sna)
— — H 111
(st = o) H2500) (111)

A la limite At — 0 cette action devient
SDls.5) = [ (55— G- 0 )G~ (e PHY9)] (12
s,8] = ; 85— (5 —az)G(s §—am s

assortie de la regle de lecture l'assimilant a (IIJ). Pour o« = 0 on récupere
I'expression ([[F).

B. Exemple d’utilisation

7.10 Application.  Soit p(x,t) la densité d’'une espéce de particules A
pouvant diffuser dans I’espace et s’annihiler lors de leurs rencontres selon la
réaction A+ A — 0. L’équation d’évolution classique (anglais : rate equation)
pour p est

dp(z,t)
ot
ou D et k sont respectivement le coefficient de diffusion et le taux de la
réaction. Pour une condition initiale pg(z,t) donnée, la solution p(z,t) est
completement déterminée.

Or, p(x,t) doit étre vue comme la moyenne du nombre de particules sur un
petit élément de volume de I’espace, assez grand pour que les fluctuations par
rapport a cette moyenne soient négligeables. On peut espérer arriver a décrire
ce phénomene physique plus en détail en rajoutant a I’équation déterministe
([@3) un bruit (z,t), ce qui donne

Ip(x,t)

—5  —DAr-— kp? + &2, t) (114)

= DAp — kp? (113)

ou 'on supposera que

(€(x, e’ 1)) = T(p)0%(a — a")o(t — ') (115)

Note 1. Une dépendance de I' > 0 en p est nécessaire : quand p = 0, on
ne veut pas que le bruit crée une densité non nulle, et donc on exigera que
o) =o0.

Note 2. On peut faire apparaitre I'(p) explicitement dans I’équation ([[Id]) en
posant &(z,t) = F%(p)n(x,t) avec (n(x, t)n(z’,t")) = 64z — 2')o(t —t').

Exercice 22. La transformation de &(z,t) vers n(z,t) rend évident qu’on
a affaire & une équation de Langevin non linéaire (dans le sens habituel,
c’est-a-dire celui du paragraphe [E4k). Pour qu’elle ait un sens, on doit
donc spécifier son parametre de discrétisation a. Quelle valeur faut-il
lui attribuer ici 7 Expliquer.
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7.11 Introduction de l'intégrale de chemin. Afin d’alléger la notation on
considérera ([[Idl) avec D = 0, si bien qu’on peut supprimer la dépendance en
x de toutes les variables. Cette simplification ne change rien aux principes.

Supposons maintenant que ’on veuille calculer la moyenne d’une grandeur
physique F[p], fonctionnelle de p(¢) sur un intervalle 0 < ¢ < T', par rapport
aux solutions de ([[Id]) obéissant & une condition initiale p(t) = pg. On part
alors de l’équation (@) appliquée & ce probléeme et puis transforme (voir les
explications apres),

) = [Dote) [pec ¢ ]Ha(%w%—s(w)
= /\/’/D)\ /Dp /Df | 2 MO +re*(O—€(1)]
- N / DA(1) / Dp(t) F

xexp<—%ztjr(p) +21/\ [ —i-/ip()])

= N/Dp(t) /Dp(t)F

X exp (—/OTdt[ it + rpp® — IT(p) 5 D (116)

Pour passer de la premiére a la seconde ligne de (1) on a utilisé pour chaque
valeur de t la représentation

oo
§(X) = (27r)1/ d X (117)
—0o0
Pour passer a la troisieme ligne on a utilisé
o Clp-ie2ygy 1 _ipg
/ dg em2l 8T — (97T)2e72 (118)
— 0o

Pour passer & la quatrieme ligne on a posé —iA = p. Finalement, A représente
une constante sans importance qui a chaque étape peut étre différente.

7.12 La derniére ligne de (1) contient ’exponentielle de moins l’action.
On adopte maintenant le choix simple I'(p) = 3I';p* (avec I'; > 0 une con-
stante), qui rend le bruit linéaire en p. Si en plus on restitue le terme diffusif,
I’action prend la forme

dt

On a donc représenté le probleme de la réaction A + A — 0 par une action
faisant intervenir deux champs p et p. Sa dérivation a partir de ([[I4]) peut
étre rendue mathématiquement rigoureuse. S’il y a un véritable doute, celui-ci
doit concerner la justification physique du remplacement initial de (T3] par
([@@). On reviendra sur cette question au chapitre [ 11

T
~ _dp _ _
S[p,p]=/0 dt [p—+DpAp+ffpp — 30,070 (119)
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8 Equation maitresse représentée par un
opérateur

A. Formalisme général

8.1 Formalisme. Le formalisme de ce paragraphe apparait pour la premiere
fois en 1968 chez Kadanoff et Swift [KS68]. II a été perfectionné par Felderhof
[EeTT]], qui était le premier a se servir d’opérateurs fermioniques. Doi [Do76]
fut le premier a introduire dans ce contexte des opérateurs bosoniques. Puis
apres une période de relative hibernation ce formalisme a commencé a se
répandre dans les années 90. Il permet de manipuler I’équation maitresse et
ses conséquences sous une forme compacte. La notation a été empruntée a la
mécanique quantique, bien qu’on ne traite que des systemes classiques.

a.  Equation maitresse. Soit {s} Pensemble des états accessibles a une
variable aléatoire s(t). On associe aux s une base orthonormée de kets |s), et
a la loi de probabilité P(s,t) un ket

[P(t)) =Y Pls,t)ls) (120)
L’équation maitresse ([Il) s’exprime alors sous la forme
d ~
3 PO =WIP() (121)

ot W est I'opérateur correspondant & la matrice W du chapitre 2. La solution
formelle de cette équation, pour un état initial donné, est

[P()) = V! [P(0)) (122)
On dénotera encore par |P5t) I’état stationnaire, pour lequel donc
W|P) =0 (123)
Exercice 23. Montrer que
Wish = S Wyls') (124)
"

ou les Wy sont définis par ().

Solution 23. Il faut montrer que 'opérateur défini par ([ZI) agit sur un
état de base |s) selon ([Z4]). Or, en combinant () et (CZ0) on a d’une
part
WIP(t)) = > P(s,t)V]s) (125)
S

Puis d’autre part

d B dP(s',t), ,
E’P(t» = ZT’3>

/

= ZZWS’SP(S’t)|5> (126)
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ou pour passer a la derniere ligne on a utilisé I’équation maitresse pour
P(s,t). Au vu de ([ZI), les expressions finales dans ([ZH) et (24
doivent étre égales, et cela pour toute P(s,t). En prenant P(s,t) = dss,
on arrive a ([[2Z4)). Note : on serait justifié d’écrire Wy g = Wy, mais on
évitera cette derniere notation, qui est superflue.

Exercice 24. Soit |z) I’état correspondant a un marcheur aléatoire qui se
trouve au site x d’un réseau hypercubique de dimension d. Soit w;s le
taux de transition pour que le marcheur saute vers un site proche voisin
x4 6. Soit Es I'opérateur défini par son action Es|z) = |x+6). Montrer
que pour ce probleme

W=>"(Es;—1)ws (127)
§

Exercice 25. Soient | £ 1) les deux états d’un spin, et soit o” 'opérateur
défini par son action o®|+1) = |F1). Soit v le taux auquel le spin saute
entre ces deux états.

a. Montrer que pour ce probléme

W = (6" — 1)y (128)

On considére ensuite le cas, plus général, ou le spin se trouve dans
un champ magnétique H, si bien que le facteur de Boltzmann de 1’état
| £1) est exp(£LuH), avec ( la température inverse.

b. Ecrire une équation malitresse pour les sauts du spin entre les deux
états. Exprimer 'opérateur W correspondant. Indication : Introduire
o* défini par o%| + 1) = +| £ 1).

b. Moyennes. Soit F une grandeur physique ayant la valeur F'(s) dans
I’état s. On associe a F' un opérateur F' défini par son action sur la base,

Fls) = F(s)|s) (129)

L'opérateur F est donc diagonal sur la base des |s). Afin d’exprimer la
moyenne de F' par rapport a la loi P(s,t), on a encore besoin de 1'état de
projection

O] => (sl (130)

N

A Tl’aide de celui-ci on peut écrire une moyenne comime
(F): = Y F(s)P(s,1)
S
= (O P(0)) (131)
et une fonction d’autocorrélation a I’équilibre comme

(F(H)F(0))s = (O|FV E|P™) (132)
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La normalisation de la loi de probabilité et la conservation de probabilité sont
exprimées respectivement par

(O|P(t)) =1, OV =0 (133)

On rappelle qu’en général W est non symétrique ; ses vecteurs propres de
gauche sont différents de ceux de droite.

Exercice 26. Montrer que

E<F>t = ([, W]k (134)

Exercice 27. Montrer que si W est symétrique ou symétrisable, la décrois-
sance de la fonction d’autocorrélation ([32) est monotone. Indication :
vous servir des états propres.

8.2 Awantages. Ce formalisme, au-dela d’étre compact, montre ses avan-
tages dans les cas ou 'on sait exprimer W en termes d’opérateurs habituels en
physique théorique : opérateurs de bosons, de fermions, de moment angulaire,
etc. On peut alors appliquer au probleme toutes les techniques existantes
pour la manipulation de ces opérateurs. Dans les deux paragraphes suivants
on donnera deux exemples ou les opérateurs utilisés sont respectivement les
opérateurs de spin %, représentés par des matrices de Pauli, et des opérateurs
de moment angulaire. Toutefois, les systemes que 'on décrit sont classiques,

et non quantiques.

B. Opérateurs de spin et fermioniques

8.3 FEzemples.

a. Modele d’Ising cinétique sur un réseau unidimensionnel. Dans le
modele d’Ising unidimensionnel une configuration de spins s = (s1, $2,...,SN),
ou s; = +1, a une énergie

N
Eo=—J> sjsjn (135)
7j=1

ou I'on admet des conditions aux bords périodiques. En 1963, Glauber [GIG3] a
muni ce modele d’une cinétique markovienne (souvent appelée “dynamique”)

permettant aux spins de se renverser un a la fois. Soit s¢) = (S1,---58j—1,—55,
Sj+1,--.,5N). Pour le taux de la transition s — s\ il choisit
W(sW|s) =11 — Ls;(sj_1 + sj41) tanh 26.] (136)

(taux de transition “de Glauber”) ou 8 = 1/kpT est la température inverse ;
cette expression obéit aux relations de bilan détaillé.
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En 1971 Felderhof [Fe71] a exprimé Popérateur YV du modele de Glauber
en termes d’opérateurs de spin de Pauli :

~

N
W=13 (07— 1)[1-3v05(07 1 +0541)] (137)
=1

[y

ou vy = tanh 2/3J. Il s’avere possible ensuite [Ee71]], apres une série de transfor-
mations, d’exprimer VW en termes d’opérateurs fermioniques, puis de trouver
toutes ses valeurs et tous ses vecteurs propres.

b. Modéle d’Ising cinétique en champ moyen. Ruijgrok et Tjon [RI73]
expriment I'opérateur W en termes d’opérateurs de moment angulaire. Leur
travail est présenté dans 'appendice sous forme d’un exercice. En étudiant le
spectre des temps de relaxation de ce probleme, en particulier au voisinage du
point critique, vous rencontrerez le phénomene du ralentissement critique.

Exercice 28. Vérifier que les taux ([I30) obéissent aux relations du bilan
détaillé.
Exercice 29. Etude du modéle de Glauber.

a. A laide de ([32) trouver un systeme d’équations fermé pour
I'évolution temporelle de I'aimantation moyenne locale m;(t) = (o7%)1,
ouj=1,...,N. Moyennant une transformation de Fourier, trouver le
spectre des temps de relaxation.

b. Trouver un systeme d’équations fermé pour I’évolution temporelle
de la corrélation de paires g;x(t) = (0307)¢, o j,k =1,..., N.

c. Pour le cas particulier ou P(s,0), et donc P(s,t), est invariant
par translation, on peut écrire g;.(t) = g|j_/(t) avec r = 0,1,2,...
apres passage a la limite N — oo. Déduire des équations trouvées au
b un systéme fermé d’équations pour les g, (¢). Trouver lim;_, g.(t) et
comparer ce résultat avec ce que vous savez sur la base de I’étude de
I’équilibre de ce modele.

d. Vous convaincre que I’évolution les moyennes a p spins du type
<JJZ.1 . ij)t est couplée seulement a celle des moyennes a p, p—2,p—4, ...
spins, et que ceci permet en principe de calculer toutes ces quantités
récursivement.

Exercice 30. Au lieu d’étudier les fonctions de corrélation a la maniere de
I’exercice ci-dessus, on peut aussi directement diagonaliser 'opérateur
W de 3. L’idée clé ici est de lui appliquer la transformation de
Jordan- Wigner [IW2§], définie par

n—1 n—1
CT:i[HJﬂJTJ{, c:—i{Haﬂarj (138)
j=1 j=1
ou
o* = L(o¥ Lio?) (139)
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a. Montrer que les ¢; et ¢! ont des relations de commutation fermion-

) J
iques.

b. Montrer que YW donné par (I37) est bilinéaire en termes des ¢; et
.

On acheve ensuite la diagonalisation moyennant une transformation
unitaire (mais non triviale) des ¢; et c}, qui laisse leurs relations de com-
mutation invariantes.

Remarque. La bilinéarité n’est pas stricte, car a cause des conditions
o . . N &N 4

aux bords périodiques il apparait un facteur (—1)", ou N = im16ite

est 'opérateur pour le nombre total de fermions.

Indication. Vous rappeler que Jjo.‘af =107 ou a, 3,7 est une permuta-

tion cyclique de x,y, 2.

Exercice 31. Le modéle XY quantique (en une dimension) a pour hamil-
tonien
H=>_ (0505 +0jols) (140)
J

Ce type de hamiltonien, ol les composantes z des spins n’interagissent
pas, peut résulter, par exemple, d'une anisotropie cristalline. Montrer
qu’apres une transformation de Jordan-Wigner ce hamiltonien devient
bilinéaire en termes des opérateurs fermioniques, et qu’il est donc diag-
onalisable.

Exercice 32. Exprimer l'opérateur W pour le modele de Glauber sur un
réseau carré en termes d’opérateurs de spin. Personne n’a su diagonaliser
cet opérateur.

Exercice 33. Un réseau unidimensionnel de N sites est occupé par des
particules a “coeur dur”, c’est-a-dire dont deux ne peuvent pas occuper
le méme site. Une particule peut sauter vers un site voisin vide avec un
taux ~.

a. Introduire des variables s; et faire correspondre s; = 1 et s; =
—1 a respectivement la présence et ’absence d’une particule au site j.
Exprimer 'opérateur W de I’équation maitresse en termes d’opérateurs
de spin de Pauli.

b. Montrer qu’a une constante additive pres W est égal a

H = _JZ(J}cUﬁl+U§'IU?+1+UJZ‘JJZ‘+1)
J
= —J) 3-Fn (141)
J

c’est-a~dire au hamiltonien de Heisenberg quantique en une dimension.
Etablir la relation entre v et J.
Note. La chaine de Heisenberg est étudiée aussi en physique des hautes
énergies. Voir [DKMOT] et des articles ultérieurs.

c. Pourquoi la transformation de Jordan—Wigner ne peut-elle pas
aider ici a diagonaliser ‘H 7
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d. Montrer que H laisse le sous-espace d’aimantation M = ) ;05
invariant. Pourquoi est-ce qu’il fallait s’y attendre 7 On peut donc
diagonaliser ‘H séparément dans chaque sous-espace.

Soit | ) la configuration avec tous les spins vers le bas, et |ni,na, ..., ng)
la configuration avec les spins aux sites nq, ..., ny renversés par rapport
).

e. Relier £ a M. Diagonaliser ‘H dans le sous-espace k = 1.

f. Ecrire le probleme de la diagonalisation dans le sous-espace k = 2
pour des conditions de bord périodiques. Quel est la dimension de ce
probleme 7 Indiquer pourquoi il n’est pas totalement trivial.

On ne poursuivra pas ce probléeme ici. Dans un sous-espace de k
arbitraire, la résolution passe par 1’ansatz de Bethe, qui remonte a 1931
et qui postule que les solutions propres sont des produits de k& ondes
planes ayant des déphasages particuliers entre elles. Voir par exemple
[Th72]. Cet exercice a fourni un exemple de relation entre un modele
quantique intégrable et I’équation maitresse d’un probleme de diffusion
de particules classiques avec interaction. Récemment un article de revue
[HOS97] sur de telles relations est paru. Une revue antérieure [ADHRO4]
est plus difficile a lire.

N

a

C. Opérateurs bosoniques

8.4 Opérateurs bosoniques. L’exploitation, dans ce contexte, d’opérateurs
bosoniques apparait dans les travaux de Doi [Do76], Peliti [Pe85], Cardy, et
autres. Voir Lee et Cardy [LC95] pour un exposé récent, ou encore Cardy
[Cad6] pour une introduction élémentaire.

a. Etats et opérateurs habituels. Soit {In)}, ou m = 0,1,2,..., la base
orthonormée habituelle des états propres de l'oscillateur harmonique. Ces
états seront appelés aussi des “Ctats nombres”, pour les distinguer de ce qui
va suivre. L’action des opérateurs de création et d’annihilation, a' et a, est,
également comme d’habitude, donnée par

aln) = nln—1 n=12...

n)

al0) = 0

a'ln)y = Vn+1n+1) n=0,1,2,... (142)

si bien que ces états et opérateurs possedent toutes les propriétés dont on se
sert habituellement en mécanique quantique.
Pour tout nombre complexe z on définit un état cohérent |z) par

2) = e 3 3 2 (143)

L’ensemble {|z) |z € C'} constitue une base redondante.
Note. Le n des états nombres est nécessairement un entier. Si z est entier, ou
pourrait I’étre, on leve 'ambiguité en notant 1’état cohérent |z).
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b. Redéfinition. La redéfinition suivante des états nombres est mieux
adaptée aux lois de probabilité classiques du paragraphe On définit
séparément les bras et les kets

)= Vil Gl = (o (144)

Mise en garde : on ne se servira jamais de (n|, bra conjugué de |n), qui n’est
pas égal a (n| (sauf accidentellement pour n = 0, 1). Puis, comme on n’utilisera
plus jamais, non plus, les états habituels du a, on supprimera désormais les
accents :

72) = |n), (7] = (n| (145)

Les propriétés de ces nouveaux états découlent de celles des états habituels.

8.5 Propriétés. On a les relations d’orthonormalité et de complétude
oo
(m|n) = Spn > fn)n| =1 (146)
n=0

Les définitions de a' et de @ n’ont pas été modifiées. Il s’ensuit que
aal —ala=1 (147)

L’action de ces opérateurs sur les kets est résumée par

aln) = njn—1) n=12...
a'ln) = |n+1) n=01,...
al) = 0
(a")™0) = |n) (148)
et leur action sur les bras par
(nla = (n+1|(n+1) n=0,1,...
(nla" = (n—1 n=12...
(Ola" = 0
(0la™ = (n|n! (149)

Par conséquent a n’est plus le transposé de a. La définition ([IZ3) des états
cohérents n’est pas modifiée, si bien qu’en termes des nouveaux états nombres
on a maintenant

)
_1,2 z
2 = B Y D)

(z] = e2F S 2y (150)
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ou z* dénote le conjugué complexe de z. Inversement les états nombres
s’expriment en termes des états cohérents. En posant z = x 4+ iy on a

o de,'dy n _1‘2‘2
m = [ [ et

dedy 2" _1),92
o = [ [EEZe

ou les deux intégrations s’étendent de —oo a +00. Le produit scalaire de deux
états cohérents est

(2]2) =1, (wl|z) — o3l —glwlP+wz
\sz\QJriIle*z (151)

_1
=e 2

Ces états obéissent a la relation de complétude

| [ =t =i (152)

comme on peut le démontrer a 'aide de 'identité mathématique

// dlﬂdyz*”z"%f'z|2 =n!mn (153)

™

L’action de a' et de a sur les états cohérents s’exprime par

alz) = z2)
z) = ealltal|g)

(zla’ = (2]z*

(2] = (0] zll*+="a (154)

Ce sont ces dernieres relations qui conferent aux états cohérents tout leur
intérét.

8.6 Lois de probabilité classiques.

a. Soit un systeme classique dont les états sont indexés par un nombre
d’occupation n. Le “systeme” peut étre le site d’un réseau. Il sera facile
d’étendre les considérations & un réseau de sites. A une loi de probabilité
classique p,, on associe le ket

D) = paln) (155)
n=0

D’apreés ’équation ([I30) du paragraphe Bl 'état de projection qu’il faut
utiliser est donc

(O = > (nl

= e3(l (156)
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c’est-a-dire un état cohérent particulier. Car si Fest I'opérateur d’une grandeur
physique qui vaut F), dans I’état n, on vérifie que la moyenne de F' par rapport
a la loi p s’écrit
(F) = 3" paF = (O|Fp) (157)
n

b. Relations utiles. On a les produits scalaires

Olpp =1, (Oln) =1, (nlp) =pa (158)

dont le premier exprime la normalisation de la loi p,. Dans le cas particulier
d’une loi poissonienne de parametre v,

n

_ U
pn=e (159)

on a
o n
D) = Y Lin)
e nl

_ e—u+%u2 )
V(@' =1)|0) (160)
Finalement, ’état de projection obéit a une relation qui sera souvent invoquée,
(Ola" = (O], (Ol(a’ =1) =0 (161)

Exercice 34. Soient deux variables aléatoires poissoniennes nq et ns.
Montrer que leur somme n = nj + ng est aussi poissonienne. Exprimer
le parametre de la loi de n en termes de ceux des lois de ny et de no.

Exercice 35. M particules sont distribuées aléatoirement sur N sites.
Soit n; leur nombre sur le site ¢. Montrer qu’a la limite N, M — oo
avec M /N = p fixe, les n; sont des variables aléatoires poissoniennes
indépendantes.

Exercice 36. M points sont distribués aléatoirement dans un volume V.
On considere la limite M, V' — oo avec M/V = p fixe. Trouver la loi
P,(m) pour le nombre m de points dans un sous-volume v.

Exercice 37. Soient deux états cohérents |vq) et |v2), ou vy et v sont
réels. Calculer le produit scalaire (v2|v1) en insérant le systéme complet
de I'équation ([IB2). Il en résulte une intégrale bidimensionnelle sur les
variables x = Rez et y = Imz. Trouver les valeurs x = xg et y = yg
pour lesquelles I'intégrand est maximum, et constater que celles-ci ne
sont pas mécessairement réelles.

Exercice 38. Etats non poissoniens. Soit une distribution p,, du nombre
n des particules présentes sur le site d’un réseau, et soit |p) le ket associé.
Pour un état cohérent |1)) montrer que, avec ¢* =1+ 1),
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1 - -1 - .
(lp) = cte x exp | = (1L + V)Y + ey + Se9 + O(F) (162)
et exprimer ¢; et cg en termes des cumulants de n. L’écriture (IG2)
permet de traiter perturbativement des lois p, non poissoniennes dans
le cadre de la théorie des champs des chapitres suivants.

8.7 FExzemples d’opérateurs W.

a. Désintégration radioactive. Soit une collection de particules dont cha-
cune peut se désintégrer spontanément, indépendammant des autres, a un
taux k. La probabilité P(n,t) pour qu’a l'instant ¢ il reste encore n particules,
obéit a une équation maitresse. L’opérateur W associé est

W=k(l-al)a (163)

b. Réaction chimique. On considere la réaction A + A — 0. Plus
précisément, chaque paire de particules, dans une collection de n particules,
peut s’annihiler a un taux k. La probabilité P(n,t) d’avoir n particules a
I'instant ¢ obéit a une équation maitresse qui a comme opérateur

W = 1k(1 - a'?)a? (164)
Exercice 39. Montrer que %amcﬁ est U'opérateur du nombre de paires
de particules. Vérifier que l'opérateur (G4l assure que le nombre d’an-
nihilations de paire par unité de temps est de %n(n — 1)k, comme il
faut.

c. Croissance biologique. Chaque individu d’une population biologique
peut se diviser en deux a un taux k. La probabilité P(n,t) pour qu'il y ait n
individus a l'instant ¢ satisfait & une équation maitresse d’opérateur

W =k(a? -al)a (165)

En termes chimiques, cet opérateur décrit évidemment la “réaction” A — 2A.

d. Réaction entre deux espéces. On considere une collection de deux
types de particules, A et B, avec les réactions B — A et A+ B — 2B, dont les
taux sont respectivement ki et ks. Remarquer que ces réactions conservent le
nombre total de particules. La probabilité P(n4,np,t) pour qu’a Uinstant ¢ il
y ait n4 particules de type A et np particules de type B obéit a une équation
maitresse. L’opérateur correspondant est

W =k (al = b1)b 4 ko (b — a'dl)ab (166)

Cette réaction a été considérée dans la litérature avec 'interprétation suivante.
Les A et les B représentent respectivement des individus sains et malades ;
les réactions B — A et A+ B — 2B correspondent a une guérison spontanée
et une contamination. On a donc un modele de propagation d’une maladie
contagieuse.
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Exercice 40. Quel est I’état stationnaire de ce probleme ?

e. Diffusion. On considére une collection de particules indépendantes sur
un réseau. Chaque particule y effectue une marche aléatoire moyennant des
sauts a un taux vy entre sites voisins. On notera n; le nombre de particules au
site j, et P({n;},t) la probabilité d’avoir a I'instant ¢ les nombres d’occupation
{n;}. Cette probabilité obéit & une équation maitresse. Pour en construire
I'opérateur Wp correspondant, il est nécessaire d’introduire des opérateurs
de création et d’annihilation a;r» et a; pour chaque site j. Puis on trouve, en
notant j + d un site voisin de j,

T ST
P
=Y (Aab)g
J
:VZa}Aaj (167)
J

ou A dénote le laplacien sur réseau.

Il est évident qu’il est possible de construire de tres nombreux autres ex-
emples. Remarquer que les W trouvés dans les exemples a et e sont quadra-
tiques, et que ceux des autres exemples sont d’ordre supérieur en termes des
opérateurs de création et d’annihilation. Les w quartiques correspondent a
des problemes facilement solubles par des méthodes élémentaires ; les termes
cubiques, quartiques, etc., toutefois, nécessitent un recours a une théorie de
perturbation, de renormalisation, ou autre.

Exercice 41. Vérifier que dans tous les exemples ci-dessus 1'opérateur W
conserve la probabilité.

Exercice 42. Interpréter I'opérateur W = ~ Zj(a;+1 - a})aj.

Exercice 43. Ecrire l'opérateur W pour la réaction A + B — 0 & un
taux k, pour deux especes A et B qui diffusent sur un réseau a des
taux de transition - entre sites voisins. Que pouvez-vous dire de 1’état
stationnaire de ce systeme en fonction des densités initiales ny et np ?

8.8 Problemes de réaction-diffusion. Les problemes de réaction—diffusion
auxquels on s’intéressera dans la suite concernent tous des systemes de par-

ticules d’une ou de plusieurs especes, A, B,..., diffusant sur un réseau d-
dimensionnel et pouvant subir un ensemble spécifié de réactions. Dans la
description habituelle on note nf,nf ,... le nombre de particules de chaque

espece occupant le site j, et 'on écrit une équation maitresse pour la loi

P({njA}, {nf}, S t).
W =Wp + W (168)

ou Wp est 'opérateur de diffusion ([&1), éventuellement généralisé a plusieurs
especes de particules, et Wg est U'opérateur qui effectue localement les réactions
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pouvant se produire dans le systeme ; Wr est donc une somme sur tous les
sites d’opérateurs W du type ([[G3)—([EL). Dans le cas particulier de ’exemple
b, les équations ([E4) et (IED) conduisent donc &

A 2
Wz’yZa}Aaj + k Z%(l —a} )a? (169)
j J

expression qui nous servira encore d’exemple par la suite.
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9 Passage a une théorie de champs

9.1 Intégrale de chemin. Soit un systeme décrit par une équation maitresse
dont I'opérateur est W ; et soit une grandeur physique F'. Pour un état initial
|P(0)) donné, on s’intéresse a la moyenne (F), de F' a linstant 7. Pour
T — oo celle-ci devient la moyenne dans I'état stationnaire qui se sera établi.
On pose T' = SAt et écrit 'opérateur d’évolution e™"T comme le produit de S
facteurs e”VA!. Soit finalement des états |¢), dont on spécifie seulement qu’ils

constituent un systeme complet,

PRICIES (170)
p

Plus tard on attachera a ¢ un index de site de réseau; le développement ci-
dessous s’applique a chaque site individuellement.

Une expression pour (F),. est donnée par ([ZI). On y insere S + 1 fois ce
systeme complet, si bien que la moyenne d’intérét s’exprime comme

(Fyr =357 .. S (O1EI6s) 6510V 6s5-1) ... (611”2 |60) (6 | P(0))

¢s Ps—1 $o
(171)
A la limite At — 0 on développe
(051”2 by 1) = (dslds-1) [1 + ¢ WIgs-1) + O(A?) (172)
<¢s|¢371>
et on a donc apres réexponentiation
S
(Fyr =3 - > (OlFlos) [[(#sl¢s-1)
¢s ds-1 %o s=1
S ~
X exp [At 3 % + O(Atz)] (0| P(0)) (173)
—1 s|Ps—

La suite dépend de la nature de 'opérateur W et du choix du systeme complet.

9.2 Utilisation des états cohérents. Soit maintenant ¢ un nombre complexe
et |¢) létat cohérent associé, si bien qu’en invoquant ([[52) on peut écrire
l’équation de complétude ([[Z0) comme

42 )
[ ool =1 -
ol fd2¢ = [dRe¢ [ dIm¢. L’équation ([RIl) donne

<¢s|¢371> = 67%‘¢5|27%|¢S—1‘2+¢:¢s—1

= e3P 5165112 ~03 (95 —05-1) (175)
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Si 'on admet que ¢5 — ¢s—1 = O(At), on voit que (¢s|ps—1) = 1 + O(AL).
Prenons, ensuite, pour P(0) la distribution poissonienne de parametre ng. En
combinant ([I2I]) et ([[GH) on trouve que

(0| P(0)) = e~ 310"~ (=05)n0 (176)

L’élément de matrice <O\F |ps) qui apparait dans ([TZ3]) nécessite un com-
mentaire. L’opérateur Fs ‘exprime en fonction de a et de a!. En commutant
les a' vers la gauche et en les éliminant & 'aide des relations ([BIl), on peut
écrire (O|F(at,a) = (O|F(a), ot F est une fonction déterminée par F. Avec
ceci, et en utilisant en plus que selon ([[24]) on a a|p) = ¢|¢), il vient

(O|F|¢s) = F(pg)e™ 2 210sI*+0s (177)

Considérons finalement 1'élément de matrice (¢5|W|ps_1). L’opérateur W,
comme F, dépend de a et de af, et on peut encore une fois les commuter tel
que les a' se trouvent tous & gauche des a. Appelons W(al,a) la fonction de
al et de a ainsi obtenue. En se souvenant de (I54) on trouve ensuite I'élément
de matrice en question par les simples substitutions al — ¢* et a — ¢,_1. Ces
deux remarques seront illustrées par des exemples au paragraphe suivant.

On substitue maintenant ([[CZA)—([ZD) dans ([IZ3) et 'on trouve
S92
- d%¢s ~
=e "0 F
re [I157 0

S S
xexp 65 = D 610y — de1) + ALDW(G, 651)
s=1 s=1

— |gol* + noqbé} (178)

ou 'on a supprimé les termes qui s’annulent pour At — 0. On a donc réussi
a écrire la moyenne comme une intégrale sur les deux champs classiques ¢s(t)

et ¢i(t).

9.3 Ezemples de fonctions F' et W. On retourne aux exemples du para-
graphe B Si les observables d’intérét sont le nombre de partlcules de type
A, et les carré et cube de ce nombre, on prendra respectivement F = ata,
13’2 = (afa)? et Fy= (ata)?. Suivant la procédure du paragraphe précédent on
trouve facilement que

(@'a)? = F(¢)=¢"+¢
y=(ala)® = F3(¢) = 6° + 307 + ¢ (179)

Remarquer qu'on a Fm = (Fl)m pour les opérateurs ci-dessus, mais F,, =+
(F1)™ pour les fonctions des que m = 2,3, .. ..
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Les expressions des opérateurs W du paragraphe sont telles que les
créations se trouvent déja toutes a gauche des annihilations. On trouve donc
par simple substitution & partir de 'équation ([[G4),

W(6%, ps—1) = 5k(1 — ¢3°)¢7_, (180)

Dans le cas de I"équation ([[BH]), si on dénote par v et 1)* les champs associés
aux particules B, on trouve

WP, %, ds—1,0s—1) = k1 (F — Y )hs—1 + ko (V22 — i ) bs—1bs—1 (181)

Dans le cas de 'expression (&) il est nécessaire d’introduire des champs ¢;
et qb’]*- sur chaque site j. Elle donne alors

Wo({#5}s {d}s1) =7 D 6588551 (182)
J

Finalement, 'opérateur Wg de ’équation ([E3) conduit &

Wr=3kY (1-¢32) 67, (183)

J

9.4 Limite At — 0. Cette limite est quelque peu délicate, comme on le
verra encore apres. Il est bon de garder a l’esprit, désormais, que chaque
fois que surgit une question relative au temps continu, on peut la résoudre en
revenant a la formulation discrétisée.

Pour l'instant on ne s’interroge pas trop sur le bien-fondé mathématique
de ce qui va suivre, et 'on prendra la limite At — 0 en remplacant

b5 &) ol t=sAt
o5 ¢ (1)
do(t)

GPs — Ps—1 — AtT
S

2
11 dﬁs — NDg(t)Dg*(t)

s=1

S

T
Z — Ait/o dt (184)

s=1

Ici NV est un facteur de normalisation que ’on n’explicitera pas ; en cas de
besoin on peut toujours trouver sa valeur a partir de la condition (1)7 =1 ;
et, méme s’il est singulier, ses apparitions au numérateur et au dénominateur
s’annihileront.

L’équation ([Z3)) devient donc a la limite At — 0

(F)p = Ne™m / Dé(t)De* (1) F(6(T)) e=S104"] (185)
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ou laction S[¢, ¢*] est donnée par

Sle, "] = /0 dt [¢*(t>%’f) — (" (1), (1)
= &(T) +[$(0)]* = no¢™(0) (186)

La distinction entre les indices s et s — 1 des arguments de W a disparu, l'effet
n’étant que d’ordre At. Si les champs ¢ et ¢* portent un indice de site j, la
limite de ce paragraphe s’applique indépendamment a chaque site.

9.5 Limite d’espace continu. Contrairement a la limite du temps continu,
celle de I'espace continu ne pose pas de probleme majeur. On effectuera cette
limite explicitement pour le cas ot W = Wp+Wp, avec Wp et Wg donnés par
respectivement (I82) et ([IZ3)). Les symboles j et = dénoteront des vecteurs
d-dimensionnels. En choisissant la maille du réseau égale a une longueur ag
que l'on fait tendre vers zéro, on remplace

¢(x,t) af ou == jag

no Hpoag
v Daa2
ks rag? (187)

Dans la colonne de droite ci-dessus on a introduit le laplacien A habituel, le
coefficient de diffusion D et la densité (= nombre par unité de volume) des
particules pg ; le coefficient x est le tauxr de réaction par unité de volume et
par unité de densité au carré.

Remarquer qu’a la suite de cette opération ¢(z,t) a acquis la dimension
d’un volume inverse, alors que ¢*(x,t) est resté sans dimension. Le change-
ment d’élément d’intégration est évidemment accompagné d’un jacobien, que
I’on absorbera dans une redéfinition de la constante N .

9.6 Réaction et diffusion d’une seule espéce. On considere une collection
de particules d’une espece A régie par opérateur W de I'équation ([[GH), ¢’est-
a~dire pouvant diffuser et, sur un méme site, s’annihiler selon A + A — 0. On
prend un état initial avec des distributions poissoniennes indépendantes de
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parametres ng; sur les sites. L’action & qui décrit ce systeme est
S[é, 6] / dt / dd ¢(a:; Y _ peta. H)AP(z, 1)
— gh[l = ¢*%(x,1)]¢" (2, 1)

+ [dla] = 6. 1) 410 OF - ()" (.0)] (159

ou l'on a remplacé ng; po(x)ag a la limite d’espace continu.

9.7 Le champ ¢. On fera un dernier changement de variable, qui aurait
aussi pu précéder les limites At — 0 et ag — 0. On pose

¢*(z,t) =1+ ¢(z,1) (189)

En Dappliquant & [IZ8) on trouve
5(6.9) /dt/dd D~ DAY 1)
+ RO, )6 (@,1) + Srd (@, )9 (w, )]
+ [t [3w.00(.0) — po(a)(z:0)] (190)

On s’est servi du fait que [ d?z A¢ = 0, relation valable du moins dans le cas
de conditions aux bords périodiques. Remarquer que ’action ([[30) ne contient
plus de terme particulier a l'instant ¢t = T.

Il mérite d’étre souligné que cette action est erxacte. Elle découle de
I’équation maitresse de départ sans aucune approximation. La limite du con-
tinuum, ag — 0, a été prise, mais elle n’est pas essentielle.

Exercice 44. a. Exprimer 'opérateur W de I’équation maitresse pour un
systeme de particules d’une espece A tel que

— les particules effectuent des marches aléatoires indépendantes a un
taux de transition 7 entre sites voisins ;

— deux A sur le méme site subissent la réaction A+ A — 0 a un taux
koo ;

—un A peut se diviser en deux (A — A+ A) a un taux kis.

b. Ecrire 'action S[¢, @] correspondante. Vérifier que D'action est
minimisée par ’équation d’évolution de champ moyen pour ce probleme.
Trouver la solution stationnaire uniforme stable de ces équations.

c. Rajouter a ce systeme le processus d’une désintégration spontanée
A — 0 a un taux k9. Comment I'action est-elle modifiée 7 Quelle est
la nouvelle équation de champ moyen ? Conclure que — en théorie de
champ moyen — I’état stationnaire de ce systeme subit une transition de
phase quand la différence Ak = k15 — k19 change de signe.
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Exercice 45. Ecrire l'action S (¢, @] pour la diffusion libre d’une col-
lection de particules identiques, dont la miéme a pour position r,(t).
L’invariance par renversement du temps nous dit que les deux trajec-
toires dans l'espace des phases, I'(t) = {ry(t),r2(t),...} et I'(—t) =
{r1(—=t),ra(—t),...}, sont équiprobables. Quelle symétrie de S corre-
spond & cette invariance ?

Exercice 46. Ecrire laction S pour la réaction A + B — 0, puis
pour le systeme de réactions A+ B — 2B et B — A. Les especes
diffusent moyennant des sauts a un taux -y, et les taux des réactions sont
respectivement ko, ko et kp (I'indice indiquant le nombre de molécules
produit par la réaction).

Exercice 47. Une collection de particules indépendantes se trouve répartie
sur un “réseau” de deux sites, 1 et 2. Chaque particule saute a un taux v
entre les sites. A I'instant initial, ¢ = 0, les deux nombres d’occupation,
n1 et no, sont distribués indépendamment selon des lois poissoniennes
de parametres respectivement v et vs.

a. Ecrire I’équation maitresse pour ce systeme. En déduire une paire
d’équations pour (ni); et (na);. Les résoudre pour la condition initiale
donnée.

b. Ecrire lopérateur W de ce systeme.

c. Exprimer I’état initial en termes d’états cohérents.

d. Exprimer l'action & de ce systeme dans l'intervalle de temps
[0,7], avec un pas de discrétisation At = T/S. Négliger les termes
qui a la limite At — 0 ne contribuent pas, mais ne pas prendre cette
limite. L’action & dépendra donc des variables ¢15, 25, 7 5 €t @5
pour s =0,1,...,S.

e. Exprimer (n),, comme une moyenne avec le poids e~S. Exprimer
aussi (ny)¢, ou t = sAt et 0 <t < T. Vérifier que (n;)g calculé de cette
maniere est égal a 1.

f. On cherche maintenant & maximiser S, c¢’est-a-dire a trouver la tra-
jectoire la plus probable. Ecrire explicitement les conditions 6S/d¢; ¢ =
0 et 68/6@1);’8 =0pour j =1,2et s=0,1,...,5. Est-il possible, en
principe, de les résoudre 7 On appellera les solutions {gb;}s, ;‘CSl .

g. Remarquer qu’au vu de 'équation ([ERH), les équations que vous
avez trouvées en f sont en fait ezactes.
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10 Equations de Langevin déduites de I’action

10.1  Introduction. Dans ce chapitre on considere quelques propriétés générales
de I'action S[¢, @] qui décrit un processus de réaction-diffusion faisant inter-
venir une seule espece de particules. L’action est donc celle de I’équation (90,
mais avec un terme de réaction général représenté par la fonction Wh,

si0.31= [ at [ [55 ~ DAY~ Wl )

+ [t [6(0,000(2,0) - m(@o,0)] (191

ou dans la premiere ligne les arguments (x,t) ont été supprimés. Le terme
diffusif est bilinéaire en ¢ et ¢ ; le terme de réaction n’aura pas, en général,
cette propriété.

10.2  Action S linéaire en ¢. Considérons le cas particulier ot Wx est de la
forme WR(gb, @) = ¢V (¢). En s’appuyant sur ’équation (@) de 'appendice
(chapitre |2:3]), on peut alors effectuer I'intégration sur le champ ¢ exactement.
Pour chaque t et chaque z 'intégration sur ¢(x, t) introduit une fonction ¢ dont
Pargument dépend de ¢(z,t), si bien que l'intégration restante, celle sur ¢, n’a
de contributions qu’en provenance des champs ¢(x,t) qui satisfont &

%:DAngrV(qﬁ) 0<t<T
¢(x,0) = po(x) (192)

la deuxieme de ces équations provenant de l'intégration sur ¢(x,0). Il s’ensuit
que les moments de ¢ sont donnés par (¢ (z,t)) = ¢ (x,t) pour tout entier m.
On a donc trouvé une équation exacte pour la densité moyenne des particules.

Remarque. Le fait que ¢(x,t) soit sire (= non aléatoire) & tout instant ¢
en tout lieu « n’implique aucunement la méme chose pour le nombre n;(t) des
particules sur un site j. En fait, si z = jag on déduit de ce qui précede et de
léquation (@) que

(nj)e=¢
(N3 =¢*+¢
(n3)i — (nj); = ¢ (193)

ol ¢ est une abréviation pour aggb(x, t). Ceci montre que la densité des par-
ticules fluctue.

Exemples.

a. Diffusion sans réaction : V(¢) = 0. L’équation ([[@A) devient O =
DAg.

b. Diffusion avec désintégration A — 0 & un taux k : V(¢) = —k¢, avec
la définition ([IXD) de k. L'équation ([[3Z) devient O, = DAP — K.

On voit que ces exemples sont triviaux. IIs concernent des particules sans
interaction. Il est néanmoins important de les comprendre dans ce nouveau
cadre.
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10.3 Equation de Langevin avec bruit imaginaire. On considere maintenant
Paction ([A), qui a Whr = —kdd? — %m$2¢2, et est donc non linéaire en ¢. Ce
qui suit est basé sur Cardy [Ca96] ; une méthode antérieure due & Gardiner
[Ga83] permet d’arriver aux mémes conclusions.

a. Désenchevétrement de ¢?. On peut ramener I'action ([(I) & une action
linéaire en ¢ par I'introduction d’un champ supplémentaire, que 1’'on appellera
n(x,t). On utilise, pour chaque z et chaque ¢, la relation

9 00 ) _
o3 [yl eV (194)
—00

1
p(n) = (2m)"2 exp(—5n%) (195)
qui “désenchevétre” le 52 dans l'exponentielle du membre de gauche. On
notera S[¢, ¢,n] 'action ([[A) avec le terme %mEngQ remplacé par —iy/k 7 ¢pp—
1,2
2
b. Le champ n(x,t). La fonction p(n) s’interpréete comme une loi de

probabilité de n. L’indépendance des n a différents endroits et temps a pour
conséquence que

(n(z, (', ') = 6%(a — a")o(t — ') (196)

c. Equation pour ¢(x,t). Les moyennes (F[¢]) s’expriment maintenant
(Flol) = A [ DoDGDy FlgleSioon (197)

Mais, S étant linéaire en ¢, on conclut comme au paragraphe M2 que ¢(x,t)
est solution de I’équation stochastique

8¢ 2 .

S = DAG = ke? +iV/on (198)
ou les arguments (z,t) ont été supprimés. Cette équation est exacte : aucune
approximation n’a été faite. Il s’agit ici, en réalité, d’une redécouverte, car la
méme équation, pour le méme processus, apparait déja chez Gardiner [Ga83],
qui la déduit en passant par une “représentation de Poisson” de la loi de
probabilité P({n;},t).

d. Commentaires.

— L’équation ([@8), avec le “bruit” gaussien n(x,t) autocorrélé selon ([[9Gl),
est une équation de Langevin, comme on en a rencontré au paragraphe B4l
Il y a cependant des différences.

— Le terme de bruit a un coefficient imaginaire. La solution de (98] est
donc complexe, méme pour une condition initiale réelle. Ceci est tellement
inhabituel qu’une vérification de tous les signes au long du calcul s’impose ;
mais ils sont corrects ! C’est dire qu’on a trouvé une représentation tres
inusuelle de ce processus de réaction—diffusion.

— Au paragraphe B4l on a vu qu’une telle équation doit étre assortie d’une
regle de lecture. Dans le cas présent c’est la regle de lecture d’It6 qui s’applique
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a ([9). Pour le voir, il faut retourner a l’action discrétisée en temps, ou 'on
voit que dans le produit ¢?¢? le champ ¢ porte Iindice temporelle s+ 1 quand
¢ porte I'indice s. Or, ¢, 41 n'intervient pas dans les relations qui relient ¢4 au
champ initial ¢, et ceci est précisément la caractéristique de la lecture d’Ito.

— L’équation ([@X) étant stochastique, sa solution ¢(z, t) — a la différence de
la solution de ([3Z) — est a tout instant caractérisée par une loi de probabilité.
On ne peut toutefois identifier cette loi a celle de la densité des particules, ne
serait-ce parce que ¢ est complexe. La relation entre ¢ et n se limite a des
relations entre leurs moments ; on déduit de ce qui précede et de I’équation

@) que

(n?) = (n)* = (¢%) = (#)* + () (199)

ol (n) et ¢ sont des abréviations pour (n;); et ad¢(z,t).
— L’amplitude du terme de bruit est proportionnelle a ¢, ce qui est satis-
faisant : quand il n’y a pas de particules, il ne peut y avoir de bruit.
— L’amplitude du bruit est proportionnelle également au taux de réaction
k. On a déja vu qu’en l'absence de réactions entre particules, ¢(x,t) obéit a
léquation déterministe ([[3Z). Aussi n ne représente-t-il que la partie du bruit
physique qui provient de la nature discrete de la réaction.
— Il y a sans doute d’autres observations intéressantes a faire. Ce type
d’équation a été peu étudié.
Exercice 48. a. Trouver I’équation de Stratonovitch équivalente a ([[I).
b. Considérer 'équation ([[OF) sans le terme en laplacien. Poser
¢ = u+ iv et trouver I’équation de Fokker—Planck pour P(u,v,t).
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11 Renormalisation de A+ A — 0

11.1  L’action. Dans ce chapitre on étudie un exemple spécifique, a savoir
la réaction A+ A — 0, avec diffusion des particules A. Ce probleme est décrit
par ’action

Sto.31= [ at [ 5 - DAY+ 507 + 15

+ [t [6(0,000(2,0) - md@0)] (200

ou dans la premiere ligne les arguments (z,t) ont été supprimés.
La question. La densité des particules A en un point xg = joag a l'instant
to est donnée par (nj,)iag® = (d(xo, t)), ot

(6 1)) = N / DD b(x, 1) S0 (201)

est une moyenne sur toutes les évolutions temporelles possibles. Une question
d’intérét est de savoir comment cette densité décroit vers zéro aux grands
temps t. Il s’avérera que cette décroissance est en loi de puissance, ~ t~P, ou
p est analogue a un exposant critique. En particulier, on trouvera pour p une
valeur “classique”, valable au-dessus d’une dimension critique supérieure d..,
et des valeurs non classiques, affectées par les fluctuations du systéeme, dans
les dimensions inférieures a d..

A. Théorie classique

11.2 Equations d’évolution classiques. On cherche les “trajectoires clas-
siques” qﬁd(x,t) et gbd(x,t), c’est-a~dire celles qui ont le plus grand poids.
En prenant la dérivée fonctionnelle de laction ([[d) on trouve a partir de

6S/6¢ =0
o¢

5 = DAG — k(1 + )67 0<t<T
¢(x,0) = po (202)
puis a partir de 6§/d¢p =0
%:—DA$+K(2+5)$¢ 0<t<T
o2, T) =0 (203)

Noter que le signe —, inhabituel devant un terme diffusif, en combinaison avec
la condition “finale” en t = T, donne un probleme mathématiquement bien
posé. La deuxiéme équation a pour solution a‘zl(ac, t) =0 pour tout 0 <t <T.
En substituant celle-ci dans la premiere on retrouve pour ¢(z,t) I’équation
d’évolution classique ([IJ), & savoir

dp

— = DA¢ — k¢?
a1 ¢ — Ko

¢(x,0) = po (204)
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Une solution particuliere, uniforme dans I’espace, de cette équation est

ol(1) = %ﬁot (205)

Cette formule rétablit le contact avec la réalité observable si on identifie ¢¢!
avec la densité moyenne (n)ag?. On voit que pour t — oo on a ¢°(t) ~
1/kt, quelle que soit la dimension d de l'espace. L’exposant p a donc en
approximation de champ moyen la valeur p = 1.

11.3 Réle de la condition initiale. L'uniformité spatiale de la solution (2IIH)
est une conséquence de l'uniformité de la condition initiale ¢(z,0) = pg. On
peut se demander si le comportement asymptotique trouvé ci-dessus change si
la condition initiale est ¢(z,0) = p(z), ou p(x) est arbitraire (et, par exemple,
aléatoire). En fait, il n’en est rien : toute fonction ¢ (z,t) solution de (PIH) et
initialement bornée décroit avec t au moins en 1/t, et cela en toute dimension
d d’espace.

La démonstration mathématique repose sur un théoreme de comparaison.
Soient u(z,t) et v(x,t) des solutions positives de [Z04l) avec u(x,0) = ugp(z) et
v(x,0) = vo(x), ot up(x) > vo(z) pour tout z. La différence u — v obéit a

di(u —v) = DA(u —v) — k(u? — v?) (206)

I s’ensuit que u(z, t) > v(x,t) pour tout = et ¢t. Car, si t, est le premier instant
auquel une valeur de u(z,t,) coincide avec une valeur de v(z,t,), disons en
T = Ty, 0N &

O (u —v)

= A(u—v)

(207)

Tx,tx B

Or la dérivée seconde dans le membre de droite doit étre positive, comme au
cas particulier de la dimension d = 1 on le voit aisément & ’aide d’une figure.
Donc des que ¢t > t, on aura de nouveau u > v. Si v est une solution classique
¢ (x, t) quelconque, initialement bornée par C, on prendra pour u la solution
classique uniforme ¢°!(t) avec ¢°(0) = C et on conclut que ¢! (z,t) décroit au
moins en 1/t.

B. Considérations dimensionnelles

11.4  Argument heuristigue en d = 1. L’argument suivant fournit une in-
dication que la valeur p = 1 prédite par le champ moyen n’est pas correcte,
pour le moins en dimension d’espace d = 1. Pendant une durée de temps ¢
une particule A “balaye”, en une dimension, un région spatiale type de volume
S(t) ~ y/~t. Toutes les particules & l'intérieur d’un tel volume ont une chance
de se rencontrer, si bien qu’il y restera typiquement une particule. Au temps ¢
la densité est donc ¢(t) ~ 1/v/t, c’est-a-dire la décroissance est beaucoup plus
lente que prévu par I’équation classique. Cet argument montre donc qu’en-
dessous d’une certaine dimension critique supérieure les lois de puissance de
la théorie de champ moyen doivent étre modifiées.
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La dimension critique supérieure. On peut essayer de généraliser cet ar-
gument aux dimensions d > 1. Le volume S(t) de sites visités apres ¢ pas
par une marche aléatoire en dimension d est

td/2 1<d<?2
S(t) ~ < t/logt d=2 (208)
t d>2

Le méme argument conduit donc & la conclusion que ¢(t) ~ ¢°(t) seulement en
dimension d > 2, et que d. = 2 est la dimension critique supérieure. L’analyse
du paragraphe suivant confirmera cette conclusion. Notons toutefois que, bien
que les facteurs logarithmiques correctifs soient caractéristiques des dimensions
critiques, 'argument utilisé est trop grossier pour qu’en d = 2 on puisse croire
au résultat ¢(t) ~ t/logt sans passer par un calcul détaillé.

11.5 Les dimensions physiques. On incorpore le coefficient de diffusion D
dans 7 = Dt et g = D™ 'x. L’action S de I'équation (@) s’écrit alors

s=["ar [t [543+ B (@09

ou l'on a supprimé le terme initial. Celui-ci ne jouera plus de role pour
I'instant, mais son importance sera mise en lumiere plus tard. L’équation (209)
contient comme seul parametre la constante de couplage g, qui représente le
taux de la réaction A+ A — 0.

Notons [X] la dimension d'une grandeur X, et écrivons ¢ pour une longueur
et t pour un temps. Comme [D] = ¢2t=! et [k] = ¢4~ les grandeurs inter-
venant dans ([Z09) ont les dimensions physiques ou dimensions nues données
par

[r] = £ [¢] = £74
[z] = ¢ [¢] =1 (210)
[g] = (42

Remarquer que celles-ci sont compatibles avec la nécessaire condition [S] = 1.

11.6 Argument de changement d’échelle. La derniere des équations (2I0)
montre que la dimension critique supérieure est égale a d. = 2. On répete
ici Pargument habituel. Supposons que 'on introduise une nouvelle échelle
de longueur, b fois plus grande que l'ancienne, et que l'on note & = x/b et
7 = 7/b% les valeurs des coordonnées exprimées par rapport a cette nouvelle
échelle. On pose alors

o(z.8) = bio(x,t)  &(,1) = ¢l t) (211)

Avec ce changement d’échelle 'action S devient

DT -~ a ~ - ~ ~ ey~
. ~ d~ o 2—d 2 17272
3_/0 dT/d:c{qb(% A)p + > g (p¢° + 56°97) (212)
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Cette nouvelle action décrit le méme phénomene physique, mais a une échelle
b fois plus grande d’espace et b? fois plus grande de temps. On voit qu’a
ces échelles la réaction procede a un nouveau taux g, donnée en termes de
I’ancienne par

§=bdg (213)

On en tire les conclusions suivantes.

— En dimension spatiale d > 2 la diffusion est, pour b — oo, infini-
ment rapide par rapport a la réaction. La réaction intervient donc dans un
systeme que la diffusion a rendu pratiquement uniforme, avec une densité
é(x,t) partout égale a la densité moyenne ¢°.

— En dimension spatiale d < 2 la diffusion devient, pour b grand, tres
lente par rapport a la réaction. Cette derniére ne peut, toutefois, conduire
a un état d’équilibre (= densité de particules nulle) sans diffusion, d’ou il
résulte un couplage non trivial entre réaction et diffusion. Pour décrire I'effet
combiné des deux, il faut une théorie qui aille au-dela du champ moyen. Cette
théorie devra établir, en particulier, une nouvelle échelle de temps commune
a la réaction et la diffusion.

Exercice 49. Déterminer la dimension critique supérieure des problemes
de réaction—diffusion suivants :

(i) mA—0 m=2,3,...

(ii) A+B —0

Exercice 50. On considere 'action
Slodl = [ dt a3+ u-Dw+giiw D) (21

qui a un point critique pour p = 0.

Remarque. Cette action — que I'on a énoncée ici sans la déduire
d’une quelconque équation maitresse — a commencé a apparaitre dans la
littérature de la physique des particules dans les années 70. On se limite
ici & mentionner qu’elle représente le probleme de la percolation dirigée
de la physique statistique [CS80]. Elle sera discutée plus en détail au
chapitre 14.

a. Déterminer la dimension critique supérieure d. de cette action.

b. Comparer votre resultat a la dimension critique supérieure d’une
théorie ¢3 en physique statistique d’équilibre ; la fonctionnelle d’énergie
libre F[¢] de cette théorie joue le role d’une action et est donnée par

Flo) :/dd:c[%|v¢|2+r¢2+s¢3+...] (215)

c. Ecrire le propagateur et définir des diagrammes pour le probleme
(ae'}
d. Analyser les diagrammes d’ordre g> et déterminer lesquels d’entre
eux donnent des contributions non nulles a la renormalisation du prop-
agateur.

e. Quels sont les diagrammes qui renormalisent le couplage g ?
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f. On rajoute & I'action (ZIZ]) un terme
g4 / de / d?z ?y? (216)
Quel en est I'effet sur un développement en € pour dimension d = d.—¢ ?

C. Propagateur

11.7 L’action gaussienne et son propagateur. On calcule au préalable le

propagateur, c’est-a-dire la fonction de corrélation (¢(z’,t')é(x,t))c de 'action
gaussienne Sg, qui ne sera rien d’autre que la fonction de Green de 1’équation
de la diffusion. On considere I'action gaussienne

Sq = /dt/ddx o(x,) (9 — A)g(x, ) (217)
Soit ¢ un vecteur d-dimensionnel. On définit les transformées de Fourier
pg(t) = / A%z e " ¢(x,1)
b = / dt e ¢y (t) (218)
Les transformées Eq(t) et Eqw sont définies par les mémes formules, sans conju-

gaison complexe des exponentielles. L’'inverse de la premiére relation de ([ZIS)
sera notée

d
o(x,t) = /q eld® ¢q(t) = /(;W()]d elax ¢q(t) (219)

ou, tant que le domaine spatial est fini, 'intégrale est en fait une somme sur
des ¢ discrets.

Exercice 51. a. Montrer qu’avec cette définition on obtient

Sg = /q/w(q2 - iw) QE—q,—wﬁbqw (220)

b. Puis montrer successivement

(bgr Pqw)a = 2m)T 64 g + ¢)(w + ') 7w (221)
B ) . o q —iw(t—t")
Gy 0iNe = —Car'dla+d) [ 2
) sy
= (2m)?6%q+q) { (222)
0 t<t

ou (...), indique une moyenne par rapport a exp(—Sg). Remarquer que
ce calcul laisse le cas t =t indéterminé.
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c. Trouver finalement ’expression explicite
N2
[Am(t — /)]~ %% exp (—%) t>t

. o (223)
<

<$(.%',, t/)(b(x’ t)>G = {

d. Pourquoi a-t-on {¢(2,t")(x,t))c = (d(2',t")p(x,t))q = 0 quels
que soient les arguments x,t,2’,t' ?

11.8 Interprétation des moyennes de ¢. On a vu dans I’équation ([[Td) du
paragraphe que les moments de ¢ sont reliées aux moments de la densité
de particules. Toutefois, jusqu’ici on n’a pas tenté d’interpréter des moyennes
faisant intervenir des champs barrés ¢. Suite au calcul du paragraphe [T on
voit se dessiner I'interprétation suivante. Le champ ¢(2/,t') crée une pertur-
bation unitaire en 2’ & I'instant ¢/, dont le champ ¢(z,t) mesure la réponse en
x & un instant ¢ ultérieur. Le champ ¢ est appelé un champ de réponse parce
qu’il provogque une réponse. Cette interprétation sera justifiée plus tard.

11.9 Le propagateur a temps égaux. Le calcul du paragraphe [T laisse
le cas t = t' indéterminé, l'intégrale dans ’équation ([222) n’étant alors pas
bien définie. Ce cas pourrait paraitre sans intérét pratique, mais il s’avérera,
au contraire, indispensable de comprendre ce qui se passe pour t = t/. Pour
trancher cette question, il est nécessaire de retourner a la formulation originale
de 'action ol le temps était discrétisé. On affirme ici sans le démontrer que
I'on trouve alors que

(6(d,t)p(q,t)c =0  pour t =1t (224)

Donc : le propagateur a temps égaux est nul. On peut exprimer les équations
E22) et @23) a l'aide d’une fonction O(t — ¢') de Heaviside & condition de
définir 0(0) =

11.10 L’action. On fait une transformation de Fourier seulement par rap-
port & l'espace. On remplace provisoirement les constantes de couplage g et
%g des termes cubique et quartique par respectivement g; et go. L’action &
devient

S= /dt/ ()0 + ¢y (1)

vor [ L et etasd +d g won oo

q q

T
+gg/dt//
0 qJq

— poco(0) (225)

La premiere ligne représente I'action gaussienne Sg, dans laquelle on incluera
désormais aussi le dernier terme, ce qui n’aura aucune incidence sur la suite des
calculs. Les deuxieme et troisieme lignes représentent les termes d’interaction,
que 'on notera Sint. Ainsi & = Sg + Sint.

/// /W d(q + q + q "+ q///) Eq(t)aq’(t)ﬁbq” (t)¢q///(t)

~
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D. Renormalisation a la Wilson : le principe

11.11  Voir Wilson et Kogut [WKT4], qui expliquent cette méthode ap-
pliquée au calcul de la fonction de partition d’un systéme a 1’équilibre. Voir
aussi Hinrichsen [HHO0] pour une discussion quelque peu similaire & la notre.

Dans l’espace d-dimensionnel des indices ¢ on approxime la zone de Bril-
louin par une sphere de rayon A, en supposant que cette modification de
I'action a petites échelles spatiales ne modifiera pas son comportement aux
grandes échelles qui nous intéressent. On divise cette zone de Brillouin en une
zone intérieure “ZI” de rayon A/b et une coquille C comprenant les ¢ tels que
A/b < g < A. On prend b = exp As ~ 1 4+ As avec As infinitésimal.

On cherche & effectuer I'intégration sur les champs ¢ et ¢ requise dans
@0I0) par étapes successives, chacune d’elle consistant en une intégration sur
une partie des ¢, et Eq. La premiere étape sera 'intégration sur tous les ¢, et
aq dont I'indice se trouve dans la coquille C. Dans ce but on écrit

S=8~+8;+S;,, (226)

int

définis de la maniere suivante.

S< contient I’ensemble des termes de S oli n’interviennent que des champs
¢ ou ¢ d’indices € ZI, que 'on notera ¢< et ¢< ; ces termes proviennent en
partie de Sg et en partie de Siy.

Sé contient les termes de I’action gaussienne dont les indices ¢ se trouvent
dans la coquille C.

S~ contient tous les termes de S, ol intervient au moins un champ
d’indice dans la coquille. Noter que S, contient des termes “mixtes”. Abré-

geons encore
/Dqﬁ/Da: /D¢<D$< /D¢>D$> :/</> (227)

Le symbole (...) dénotera désormais la moyenne par rapport & exp(—Sg). Le
facteur de normalisation correspondant est

N = / exp (- 83107,3)) (228)

Une simplification est due au fait que (S, ,) = 0 (pourquoi 7). Apres tous ces
préalables on peut finalement écrire pour l'intégrale a évaluer le développement
en cumulants

/> exp (= S[0.9]) = exp (- S<[6%,3] - A< 6<])  (229)
eXp( - AS[¢<,$<])
= [ew (=530, 9) 1 - S200.8] + 45720.9) + ..

int

= Nexp (5(82%0,6]) — H(Siilod]) ) (230)
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On notera —Seg 'argument de I'exponentielle dans la derniere ligne de (229,
obtenu apres intégration sur toutes les variables d’indice € C. Cette action ne
dépend donc plus que des champs ¢ et ¢ d’indices €ZI. Il s’agira dans la suite
de calculer S.g explicitement.

E. Action renormalisée a ’ordre ¢

11.12 On calculera la premiere moyenne dans le développement ([Z30), puis
montrera qu’en dimension spatiale d = 2 — € les autres termes sont d’ordre
supérieur en €. Ecrivons

T
Sz, = / At [9153(t) + g25a(t)] (231)
0

ou S3(t) et S4(t) regroupent respectivement les contributions cubiques et quar-
tiques & Sint.

Produit de deur Sy. En substituant @31) dans £(S77) on trouve que le
produit des deux Sy contribue a cette quantité

T T
iR [ a [ an [ melgg g )
0 t 4,9',9",q"" Y q1,41,9" a7’

1.1
d _ _
X0 (ql + qi + qlll + qi”) <¢q¢q’¢q”¢q/” Pqy (bqﬁ (bqi/ ¢q’1”> (232)
ot les champs d’indices ¢, ¢/, ... sont & évaluer au temps t et ceux d’indices

q1,q) ... au temps t1, et Pon s’est arrangé pour avoir ¢ < ¢;. Parmi les huit
¢ et ¢ dont le produit figure entre les (...) dans '’équation (Z32), ceux dont
I'indice se trouve €ZI peuvent étre sortis de la moyenne. Leur nombre est
au maximum de six. Le produit des champs restant doit étre moyenné (on
dit que ces champs doivent étre contractés), ce qui donne zéro si la moyenne
contient un nombre inégal de ¢ et de ¢. Les seules possibilités de contribution
non nulle sont donc, a priori,
(i) un ¢ et un ¢ ;

(ii) deux ¢ et deux ¢ ;

(iii) trois ¢ et trois ¢.
Analysons d’abord le cas (ii). Comme un ¢ ne peut étre contracté qu’avec un
¢ & un instant ultérieur, il faut que ce soient les deux ¢ a l'instant ¢ et les deux
¢ a linstant ¢; qui restent dans la moyenne. Le théoréeme de Wick réduit cette
moyenne a une somme de deux termes, dont on voit, apres que 'on échange
dans I'un d’entre eux les variables d’intégration %Y et %E”’ qu’ils conduisent
au meéme résultat. Explicitement,

<$q$q/¢q// ¢q///$q1$qﬁ ¢q/1/¢q/1//> = (bq// ¢q///$q1$qﬁ <$q$q/¢q/1/¢qi//>
=2 ¢q” ¢q”’$q1$q’l <$q¢q’1’><$q’¢q’l”> (233)

ou les moyennes sont explicitement données par ([Z22).
Diagrammes. On associe au terme de couplage gaopdpd un vertex a quatre
pattes. A chaque vertex est associé un temps ¢ et a chaque patte un vecteur
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% %
t h

Figure 6: Diagramme correspondant au produit de deux vertex gs.

d’onde g. Les deux pattes correspondant aux ¢ se distingueront par une fleche
sortante et seront appelées des “pattes sortantes”, alors que celles sans fleches
seront appelées “entrantes”. Une contraction (¢¢) non nulle correspondra &
connecter une patte sortante & une patte entrante de telle maniere que la fleche
va dans le sens du temps croissant. Il est donc clair qu’en suivant des fleches
on ne peut pas parcourir de boucle. La moyenne qu’on vient de calculer ci-
dessus correspond aux deux contractions symbolisées par le diagramme de la
figure Les deux contributions résultant du théoreme de Wick correspondent
aux deux facons différentes de connecter les deux pattes sortantes aux deux
entrantes.

On consideére maintenant la possibilité (i) ci-dessus. Elle correspond au di-
agramme de la figure 1b. En langage de la théorie des champs, ce diagramme
n’est pas une particule irréducible (1PI). Ici il est éliminé par le raisonnement
suivant. On observe que, puisque b = 1 + As les vecteurs d’onde internes des
diagrammes doivent étre grands, c’est-a-dire étre de module proche de A. Or,
conservation de vecteur d’onde aux vertex implique alors pour le diagramme
1b que les impulsions des pattes extérieures ne peuvent pas toutes étre pe-
tites. Ce diagramme ne contribue donc pas directement a la renormalisation
de 'action aux plus grandes échelles.

Exercice 52. Analyser le cas (iii). Quel est le diagramme qui correspond
a trois contractions 7 Conclure encore une fois qu’il est nul.

On en conclut que le diagramme de la figure 1a est le seul qui contribue a
<S§1t2> . €t on va maintenant déterminer les intégrales qu’il reste a faire.

Dans ’équation (Z32), on substitue pour la moyenne 'expression (Z33),
puis pour les corrélations de paire leurs expressions explicites données par
E22). Ceci introduit un facteur 6(q+q7)0(¢' +¢}"). Apres les intégrations sur

q et ¢’ il vient

T
St =2dd [ ae [ (2m)5%(qs + d, + 4"+ ¢")
0 a"a" a4
g d gd 2 — —
< [an [ ent st di- - dhes (- @+ )0 - 0) B )Egn) |
t q,9'

X g (t)pgr (1) (234)

ou l'on rappelle que q,q' € C et ¢",¢", q1,q; € Z1. Lexpression que l'on vient
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de trouver ressemble au terme quartique de I’action originale, mais n’a pas tout
a fait une forme identique. Cependant, on peut s’y ramener en développant
les deux champs ¢y, (t1) et ¢, (t1) autour de t; =t selon

0 —
ot

On peut alors effectuer I'intégration sur ¢ terme par terme. Apres avoir encore
intégré sur ¢’ on obtient pour I'expression entre les crochets

(1) = o(t) + (t1 — t) = (t) + . .. (235)

1 _ _
= Gy ()P () + - (236)
[ } /qq2+(Q1+q/1—Q)2 arTn
On verra un peu plus loin que les termes ... dans cette expression sont

négligeables. La raison en est déja apparente dans un changement d’échelle
naif : ces termes contiennent des dérivées temporelles, qui acquierent des fac-
teurs b2 supplémentaires. On notera I(g; + ¢}) l'intégrale qui multiplie le
produit des deux ¢ dans ([Z34), et rappelle que puisque ¢ € C cette variable
doit étre intégrée sur la coquille A/b < |¢| < A d’épaisseur AAs. Comme on
s’intéresse aux petits vecteurs d’onde, on développe

I +d)) = S 11+ O((q1 +41)?)]

/A/b<|q|<A 2¢2

1
T 2A2

=1KA2As (237)

-As - K A?

ot Ky est I'aire de la sphére unité en d dimensions divisée par (27)?. Les termes
d’ordre (q; —|—qi)2, quand ils sont transformés dans I’espace réel, contiennent des
gradients supplémentaires et sont pour cette raison négligeables. On substitue

37) dans ([E30), puis Z30) dans Z3). Il vient, aprés un changement des
noms des variables d’intégration,

(Sid)as= B KA As / dt / ZI 2m)4 64 g+ +q"+0") Ggby by g
q q q///E
(238)

ot 'on a explicitement indiqué que q, ¢’, ¢”, ¢ sont intégrés sur la zone intérieure
Z1.

Produit d’un S par un Sy. 1l faut considérer les moyennes de S3(t)S4(t1)
et de Sy(t)Ss(t1), out < t1. La derniére possibilité ne permet pas de construire
un diagramme 1PI respectant la regle du temps croissant pour les fleches. Pour
la premiere, la seule contribution vient du diagramme de la figure[d et contient
deux contractions.

Sa contribution a S.g est calculée exactement de la méme maniere que
celle du diagramme de la figure 1a, avec le résultat

T
(822),, = nK A 2 As / dat / S+ ") By
0 ///E
(239)
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6, g
S

Figure 7: Diagramme correspondant au produit d’un vertex go et un vertex
gi-

o q,q",q"” sont intégrés sur la zone intérieure ZI.
Produit de deuzr S3. La regle du temps croissant ne permet qu’une seule
contraction, mais le diagramme correspondant n’est pas 1PL.

Exercice 53. Quels sont les diagrammes respectant la regle du temps
croissant mais non 1PI dont il fut question ci-dessus 7 Exhiber aussi des
diagrammes pour ces cas qui sont 1PI mais ne respectent pas la regle du
temps croissant.

Exercice 54. Aux ordres supérieurs du développement en cumulants (230)
il est nécessaire de calculer les moyennes (S;*) pour n > 3. Exhiber
les deux diagrammes qui seuls contribuent a cette moyenne. Quels sont
leurs ordres en g1 et en go 7 Montrer que, de plus, ces contributions
sont d’ordre As? ; cette propriété constitue une raison indépendante
permettant de les négliger, mais elle est atypique et on n’y fera pas

appel.

11.13 Bilan intermédiaire. La partie calculatoire du travail étant terminée,
le bilan des opérations, a ce stade, est le suivant. On a remplacé S +— Sgg
avec

Seft = S< — %(Siit2>34 - %(Siit2>44 (240)
ou les deux derniers termes sont explicitement donnés par respectivement
E39) et [Z38). L’action Seg a la méme forme que P’action originale S a deux
différences pres :

— les intégrations s’effectuent sur les vecteurs d’onde de modules inférieurs
a A/b (au lieu de A) ;
— les constantes de couplage g1 et go de S ont été remplacées selon
g = 91— KA T As
g g — GEKJAT?As (241)

11.14 Changement d’échelle des q et de t. Afin de rétablir le domaine
d’intégration original on change 1’échelle des vecteurs d’onde en posant ¢ = bg
oit b = 1+ As. On change également I’échelle du temps selon ¢ = t/b?,

choix imposé par la condition que le propagateur soit invariant. Les nouveaux
champs seront donc

$aD) = dg(t)  G5(D) = b 0 By (t) (242)
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Apres ce changement d’échelle on supprime les tildes. L’action S.g devient
alors identique a l'action originale S, aux valeurs des deux couplages pres.
Ceux-ci ont été remplacés par

g +—  gi(1—(d—2)As— gpKA"2As) + O(As?) (i=1,2) (243)

Exercice 55. Effectuer ce changement d’échelle et vérifier le résultat
énoncé. Vérifier également que si on avait retenu des termes avec des
dérivées spatiales ou temporelles supplémentaires, ce changement d’échelle
en aurait confirmé la non pertinence.

11.15 Déwveloppement en €. Ces nouveaux couplages n’incluent pas d’éven-
tuelles contributions en provenance des ordres supérieurs du développement
en cumulants (Z30). On sait toutefois (voir 'un des exercices précédents) que
ces contributions ont toutes au moins soit un facteur g3 soit un facteur g;g3.

Si on pose d = 2 — €, puis admet que € est petit et que go est de I'ordre
€, les termes en As dans ([223)) incluent toutes les contributions d’ordre €. En
passant a la limite As — 0 on trouve les équations du flot de renormalisation
a lordre e,

dg .

L= gi(e — K2g2) (1=1,2) (244)
On avait initialement g; = 2g5 et 'on voit que les équations ([Z44]) conservent
cette propriété. Il suffit donc de considérer 1’équation pour gs(s). Celle-ci
possede, pour € > 0, un point fixe instable go = 0 et un point fixe stable
g2 = g5 = €¢/Ky. En linéarisant autour du point fixe stable on a

d(g2 — g5)

0 (g2~ 93) (245)

ou le coefficient —e est la valeur propre de la transformation de renormalisation.
La stabilité garantit que g2(s) — g5 sous renormalisation.

Comme sous renormalisation g; et go deviennent d’ordre ¢, on est main-
tenant a méme de conclure que les contributions des cumulants supérieurs
sont négligeables devant celles retenues. Les équations de renormalisation
@24) constituent donc l'ordre le plus bas d’un développement systématique
en puissances de € ; elles sont exactes a 'ordre e.

F. Terme initial

11.16 On retourne a la question initiale, posée au paragraphe LT, qui
était de savoir quel est 'exposant p qui régit la décroissance de la densité des
particules aux grands temps.

Considérons un systeme dont a l'instant initial ¢ = 0 les particules sont
distribuées indépendamment avec une densité pg. Il est d’abord nécessaire de
savoir comment le terme initial dans ’action,

Sin = —po /ddx o(x,0) + /ddxa(x,0)¢(x,0) (246)
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se comporte sous renormalisation. Par simple scaling on trouve que la “con-
stante de couplage” po(s) du premier terme de S, obéit a dpg(s)/ds = dpo(s),
donc po(s) = e pg. Le second terme de S, est invariant et sans intérét.

La densité a lorigine, (ng(t)) = al(¢4(0,t)), s'écrit en notation auto-
évidente

_af [ $(0,t) exp(=S]0))
J exp(=S[0])

_ s 96 0(0, 1) exp(=S]s])
[ exp(=8ls])

= e—ds f(gl(S), 92(8)’ edsp()’ e_2st) (247)

ol la seconde ligne est obtenue de la premiere par renormalisation de s = 0
a s, le facteur e~% provient de la renormalisation de ¢(0,t), et ott la derniere
ligne définit la fonction f. Comme cette relation est vraie pour tout s, on a le
droit de prendre e® = t1/2. si bien que

(no(t)) = tid/zf(gl(% log t), g2 (% log ), pot??,1)
~t="2f(g1, g5, pot”?, 1)

=t~ Y2 F*(pgt?/?) (t — o) (248)

{no(t))

Ici 'on a exploité 'existence d’un point fixe attractif (g7, ¢3). donc le fait
que g;(s) — g pour s — oo ; et la derniere ligne de (248) définit la fonction
d’échelle F*, qui dépend des g; .

F*(pot¥?) a Vinterprétation de la densité & Dinstant ¢ = 1 d’un systéme
de particules qui avait la densité p(0) = pgt?? & l'instant initial + = 0. Si on
admet que cette densité est une constante, indépendante de la densité initiale
quand celle-ci tend vers l'infini (ce qui est en conformité avec ce qu’indique
I’argument de balayage du paragraphe [T appliqué a l'intervalle de temps
0 <t < 1), on peut donc éerire limy_o, F*(pot?/?) = Ff et on a

i

(nol0)) ~ s

(t — o) (249)

ou l'on a réintroduit le coefficient de diffusion D.
Remarques.

— L’exposant d/2 a été obtenu ici de fagon quasi-triviale, dans la mesure
qu’aucun diagramme n’y contribue. Le calcul diagrammatique a servi unique-
ment a montrer qu’au voisinage de la dimension d = 2, il existe des équations
de renormalisation ayant un point fixe, ce qui nous a permis ci-dessus de
conclure que sous renormalisation la fonction f tend vers une limite F™* bien
définie. Le seul exposant non trivial qui est apparu est 'exposant —e de
Péquation ([Z4H), qui détermine la stabilité du point fixe.

— On a fait appel dans la présentation ci-dessus a une hypothese sur
I’évolution du systeme dans un intervalle de temps initial 0 < ¢t < 1. Comme
I’a montré Lee [Led4], on n’a pas besoin de cette hypothese, mais il faut alors
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faire nettement plus de travail : le calcul de 'amplitude F{j nécessite la som-
mation d’un ensemble infini de diagrammes ol la densité initiale py intervient
a tous les ordres.

Lee montre que 'exposant d/2 de I"équation ([Z49)) est ezact pour toute
dimension d < 2. Il montre aussi que I'amplitude Fj est non triviale et que
pour d = 2 — € on a le développement

2In 87 — 5

1
EFj(d) = — @) 250
3 =+ 2220 4 o (250)
— Sur la base de solutions exactes en dimension d = 1 [[187] on sait par
ailleurs que Fj(1) = (87)~%2 = 0.199.... En posant ¢ = 1 dans (EZa0) on
obtient Fjf(1) = (87)~1/2 = 0.109..., ce qui montre que le développement en ¢

n’est pas tres précis en d = 1.
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12 Percolation dirigée

A. Introduction

On considere dans ce chapitre un systéme de réaction-diffusion qui, con-
trairement & la réaction A + A — 0 du chapitre 11, permet un état sta-
tionnaire actif (c’est-a-dire, non vide) ainsi qu’un état stationnaire absorbant
(vide). L’intérét se focalise sur la transition entre ces deux états stationnaires.
On commence par considérer des particules d’une unique espece a pouvant
sauter entre les sites voisins d’un réseau a un taux -~y et telles que sur chaque
site du réseau les réactions suivantes peuvent se produire,

A — 24
k12

A — 0
k1o

24 — 0 (251)
k20

L’essentiel de la compétition se joue entre les deux premieres de ces inter-
actions. Seulement quand la premiere gagne et des particules sont créées en
grand nombre, la troisieme interaction intervient pour plafonner la densité des
particules.

Si le réseau est d-dimensionnel de sites i, on peut imaginer qu’au cours du
temps t les particules tracent des trajectoires dans un espace a d+1 dimensions
de sites (i,t). La question de savoir 8’il va y avoir un état stationnaire actif
peut étre reformulée comme celle de savoir s’il y a un chemin (trajectoire)
qui relie le plan initial (pour ¢ = 0) & un plan final (pour ¢ = T'), a la limite
T — oo ; ou encore de savoir si l'espace (d + 1)-dimensionnel admet une
percolation dirigée, ce dernier adjectif exprimant par rapport a la percolation
ordinaire la particularité que les trajectoires ne peuvent étre parcourues que
dans le sens de t croissant.

Littérature : Voir, par exemple, I'article de revue de Hinrichsen [HHO0],
http://xxx.uni-augsburg.de/abs/cond-mat/0001070. On y trouve aussi
de nombreuses références a des travaux antérieurs a 2000.

B. L’action

Par les méthodes du chapitre 8 on trouve facilement 1’opérateur W régis-
sant la diffusion des particules A, ainsi que I’ensemble de leurs réactions (Z51l).
Par les méthodes du chapitre [l on passe ensuite a l'action S correspondante,
qui s’avere étre donnée par

5[6,d = /dt /ddx[qb(atmommqb

+ R20dd — K120°¢ + Lkand®d? | (252)

ol toutes les notations sont analogues a celles déja utilisées. Cette action S
représente exactement 1’équation mailtresse définie implicitement dans I'introduction.


http://xxx.uni-augsburg.de/abs/cond-mat/0001070
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9 %

(a) (b)

Figure 8: Les deux vertex de l'action de la percolation.

Figure 9: La contribution & la renormalisation du propagateur. Au lieu des
champs ¢ et ¢, seulement leurs indices ont été indiqués.

Moyennant un changement de variables ¢ — A\¢ et ¢ — Aé on peut mod-
ifier les coefficients des termes cubiques dans ([Z22) tel qu’ils prennent une
valeur commune A\2ko = N2Xk12 = g. A ce stade on supprime le terme quar-
tique, dont on pourra démontrer a posteriori qu’au voisinage du point critique
il ne joue pas de role pertinent. On posera encore p = K19 — K12 et choisira les
unités telles que D = 1. L’expression ([Z02) devient alors

$l6.01= [at [ alald@i+n- Mo+ gdolo-3)] (25

expression qui s’appelle I'action de la percolation dirigée. On note qu’elle est
invariante par ’échange ¢ <> —¢. Elle a un point critique pour g = 0. On a
vu dans 'exercice 50 que sa dimension critique est d. = 4.

C. Renormalisation : les diagrammes

Les termes d’interaction dans action (223 peuvent étre représentée par les
deux diagrammes a trois pattes de la figure[§, dont I’expression mathématique
comporte un facteur 6%(q¢ + ¢’ + ¢'). Contrairement au cas de la réaction
A+ A — 0, le propagateur est maintenant renormalisé. Comme le montre
la figure @, le diagramme qui en est responsable s’obtient a partir des deux
diagrammes (a) et (b) de la figure B étant entendu que le temps ¢ de (a) doit
précéder le temps t1 de (b). Ce diagramme comporte des intégrations sur les
quatre vecteurs d’onde internes ¢, ¢}, qH et qlll. L’intégrant contient le produit
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Figure 10: Le diagramme renormalisant le vertex (a). Il est obtenu & partir
de deux vertex de type (a) et un de type (b).

de quatre fonctions delta : deux en provenance des vertex comme mentionné ci-
dessus, et deux autres en provenance des deux contractions, & savoir 6% (g + q1)
et 0%(q" + q/l/) L’'une de ces fonctions delta peut s’écrire 6%(q' 4 q1) et reste
hors de l'intégrale. On note encore que les contributions renormalisées aux
termes en 0; et en A dans le propagateur ne sont pas nécessairement égales.
La figure montre le diagramme qui renormalise le vertex (a), obtenu
a partir de trois vertex. Les temps doivent étre ordonnés selon t < t1 < to.
Un diagramme analogue renormalise le vertex (b). Dans ces diagrammes on
integre sur six vecteurs d’onde internes avec un produit de six fonctions delta,
trois en provenance des vertex et trois autres des contractions. L’une de ces
fonctions delta peut s’écrire §%(q 4 q1 + g2) et reste hors de l'intégrale.

D. Apparition des exposants n et z

Apres le calcul des diagrammes, mais avant le changement d’échelle, on
aura une expression effective pour I'action

b1 b”I*Z‘FQ
S = /dt/ddx[&atgb{um(...)}_&A¢{1+As(...)}+...]

(254)

ou les derniers points indiques les termes d’ordre supérieur a deux. L’expres-
sion (254)) se situe au méme plan que 'équation [40) [avec [238])) et ([239)] dans
le cas du chapitre précédent. Ici les deux expressions As(...) n’ont pas été
explicitées ; elles sont le résultat du calcul des diagrammes. Toutefois, comme
elles sont proches de 1 et que b = 1 + As, on pourra appeler la premiere de
ces expressions b, ce qui définit 7, et la deuxieme b7*2 ce qui définit z. En
I’absence de renormalisation du propagateur on an =0 et z = 2.

Suivant la méme ligne de raisonnement qu’auparavant, on veut appliquer
aux variables x, t, ¢ et ¢ de ce probleme des changements d’échelle choisis tels
que les deux premiers termes de Seg, ceux en 0y et en A, restent invariants.
Il est facile a vérifier que le changement d’échelle opéré au chapitre précédent
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ne satisfait pas ici. En considérant d’abord le terme en 0; on observe qu’il
est insensible au facteur d’échelle b appliqué a t et qu’il reste invariant si on
choisit

F=b"lz (255)

ainsi que

03,0 =bF (e, t)  6(@1) = b G, 1) (256)
En considérant ensuite le terme en A on trouve que lui aussi reste invariant
pourvu qu’on change ’échelle de ¢ suivant

t=0b"t (257)

On a donc démontré comment deux nouveaux exposants interviennent dans
cette renormalisation. L’exposant z est caractéristique pour les systemes avec
une dépendance en temps.

Remarque 1. A propos de (280, il eut suffi en fait d’assurer que qga =
b pp. Cependant, au vu de linvariance de S par échange ¢ < —@, on
souhaite ici changer les échelles de ¢ et de ¢ de la méme maniere, ce qui
explique la différence entre (20 et ([2II). Comme avant, cette procédure
se trouvera justifiée si elle nous permet de construire une transformation de
renormalisation qui possede un point fixe.

Remarque 2. La renormalisation du propagateur conduit a nn # 0 et z # 2.
Les relations ([Z00) et ([Zh7) montrent que pour z # 2 la relation familiere
entre temps et distance de diffusion est modifiée : en un temps ~ ¢ il y aura
diffusion sur une échelle spatiale 2 ~ t/%.

Remarque 3. Le terme pu¢¢ dans ([Z23), dont on n’a pas parlé ci-dessus,
renormalisera selon i = bV 1, ce qui définit 'exposant v. Ce terme est donc
toujours pertinent : il éloigne 'action de son point critique a moins que sa
valeur initiale soit nulle. En I’absence de contributions renormalisées on aurait
v = % Evidemment, 1 est analogue a la distance a la température critique,
habituellement notée T'—T;, dans les systemes a ’équilibre thermodynamique.

E. Relations faisant intervenir 7 et z

Soit un systéme décrit par une action S[i, 1] et pour lequel Au = p — pe
représente la distance au point critique. On peut s’intéresser au parametre
d’ordre en fonction de Au, dont on suppose qu’a ’approche du point critique
il tend vers zéro selon une loi de puissance,

()ap=V(Ap) ~Ap’,  Ap—0 (258)

Ici W est une fonction inconnue dont on admettra seulement qu’elle se comporte
en ¥(zx) ~ 2% pour z — 0. Changeons Iéchelle spatiale par un facteur b, si
bien que

s b, Au bY AR (259)
doi .
(W)ap =b""7 (P)az (260)



H.J. Hilhorst : Notes d’accompagnement ... (version 20 novembre 2010) 79

Faisant appel maintenant & ([Z58) et au développement admis pour ¥, on
dtn

s . . . .
trouve que Ap® = b2 Tv ApP, ce qui n’est possible que si la relation

(d+n)v

= 261
gt (261)
entre les exposants est satisfaite.

Soit G(x) = (¥(0)¢(z)). la fonction de corrélation spatiale au point cri-

tique. Puisqu’on reste critique par changement d’échelle x = bz, on a

(P(0)1h(x))e = b~ ((0)1)(2)). (262)
ol encore
G(z) = b~ 4G (b~ 1) (263)
dont la solution est
G(z) ~ = (264)

On a donc trouvé l'exposant qui décrit la décroissance de la corrélation cri-
tique.

Exercice 56. Trouver les relations analogues bien connues de (2&]]) et de

&84 pour un systeme a 1’équilibre.

F. Classe d’universalité

On donne ici sans démonstration une liste d’exposants critiques pour la
percolation dirigée, calculés jusqu’a l'ordre e,

B
v

= =

_l’_

D e

Pour € = 0 on récupere les valeurs de champ moyen de ces exposants. A noter
que pour les systémes dynamiques on a 3 = 1 en champ moyen.

Cet ensemble d’exposants définit une classe d’universalité de systemes
physiques, souvent appelée la classe des systemes DP (Directed Percolation).
Pour les systemes a 1’équilibre, la classe d’universalité du modele d’Ising
est probablement celle la plus étudiée. Elle est réalisée par bon nombre de
phénomenes physiques, dont la transition vapeur-liquide. Pour les systéemes
hors d’équilibre c’est la classe DP qui est la plus étudiée. Cependant, a ce
jour il y a encore peu de confirmation expérimentale de son importance pour
la physique.
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13 La réaction A+ B — 0

13.1 Introduction.
a. La réaction. On étudiera dans ce chapitre la réaction a deux especes

A+B—0 (265)

Si les densités initiales p4(0) et pp(0) des deux especes sont égales, 1’état final
sera I’état vide (ou : état absorbant). Si pa(0) > pp(0), la conservation de la
différence pa(t) — pp(t) implique que pp(c0) =0 et pa(c0) = pa(0) — p5(0).
Dans ce dernier cas, I’état final est constitué de particules d’une seule espece
sans interaction.

b. Historical. 1976 Doi
Path integral formulation of reaction—diffusion processes.
1978 Ovchinnikov and Zeldovich
Considers A + B — 0. Point out the importance of initial fluctuations. Finds
the t=3/4 law in d = 3 (and an erroneous exponential decay with ¢3/ %).
1983 Toussaint and Wilczek
Considers A + B — 0. Do not refer to Ovchinnikov and Zeldovich. Point out
that there is a difference from mean field due to initial fluctuations. Finds the
law p(t) ~ t~4/4, Knows that species segregate. Also knows the exact decay
laws for A+ A — 0.
1986 Ben-Avraham and Redner
Introduce the MAM (they credit Kang). Find a(q) = d(2¢ — 3)/[4(q¢ — 1)]
and dseg = 4(¢ — 1)/(2¢ — 3). Analysis of the mean field equations including
fluctuations.

1988 Galfi and Racz

Scaling laws from mean field theory for reaction fronts in A+ B — 0. Followed
by other authors studying fronts in more complicated reactions, in the presence
of external sources, imposed fixed external currents, long range hops, etc.
1992 Leyvraz and Redner

Spatial structure in A+ B — 0.

1995 Lee and Cardy

Field theory for A+ B — 0. Corrected after a remark by Oerding (1996) in a
1997 paper.

1995 Howard and Cardy

A+ B — 0 with fixed currents.

2004 Hilhorst, Deloubrieére, Washenberger, and Tauber

Find dseg = 4/(q — 1). Full article on SMAM. Nonlinear equations with arbi-
trary initial conditions.

13.2 Equations du champ moyen.
a. Les équations du champ moyen pour la réaction ([Z6H) sont
dpa
ot
dpB
ot

= DApa — KkpapB

= DApp — kpaps (266)
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ou l'on a posé k = k:ag.

b. On peut résoudre ces équations dans le cas particulier de densités
uniformes dans 'espace. Pour la condition initiale p4(z,0) = pao et pp(x,0) =
ppo on a, dans la limite ¢ — oo,

1/I<L7f Apo =0
pa(t) = pp(t) ~ (267)
exp(—r|Aplt) Apy # 0

Le temps de relaxation vers 1'état d’équilibre final est donc 7 = 1/k|App|. 11
diverge quand la différence des densités initiales s’annule.

13.3 Action et dimension critique. En procédant comme aux chapitres
précédents on introduit deux especes d’opérateur de création et d’annihilation,
a;, a;-r et b;, b;-r, puis deux paires de champs classiques «, a® et 3, 3* fonctions
de z et de t. L’action S[a,@,(, ] s’écrit ensuite facilement. Une analyse
dimensionnelle montre que les termes de réaction dans S sont pertinents pour
d = d., avec d. = 2 comme au cas de la réaction A+ A — 0. Voir les exercices
46 et 49. On verra ci-dessous, cependant, qu'une analyse un peu plus poussée
révélera un nouveau phénomene, aussi bien pour d > d. que pour d < d., qui

n’était pas présent dans le cas de A+ A — 0.

13.4 Approche heuristique. De nombreux travaux ont été consacrés & cette
réaction. On adoptera ci-dessous une approche heuristique. Les résultats
auxquels on arrivera sont confirmés par des calculs de renormalisation et/ou
des approches mathématiquement exactes.

13.5 Apparition de domaines. On considere la réaction A + B — 0 en
dimension d’espace d. Il est commode d’imaginer les particules sur un réseau
de maille ag. Elles sautent indépendamment les unes des autres a un taux -y
entre les sites voisins du réseau. A la limite d'un espace continu (qui ici pas plus
que précédemment n’est essentielle) elles ont donc un coefficient de diffusion
D = ’ya%. Il est commode, également, d’imaginer que toute paire d’une A
et une B qui se rencontrent, s’annihilent immédiatement. Ceci correspond a
poser k = oo ; on admet généralement (mais il n’y a pas de preuve) que ce
choix ne change pas les conclusions qui vont suivre.

On se place maintenant dans le cas ou les particules sont distribuées ini-
tialement selon une loi uniforme avec des densités pag = ppo = %po. La
question est de savoir comment les densités p4 et pp vont évoluer avec le
temps, en particulier dans la limite des temps asymptotiquement grands.

Divisons mentalement ’espace en blocs (= volumes hypercubiques) de
taille L4, ot L est suffisamment grand pour qu’au temps initial t = 0 chaque
bloc contienne un nombre > 1 de particules. Le choix de L sera fait plus tard.
Considérons un bloc spécifique, par exemple celui contenant ’origine. Initiale-
ment, les nombres Ngg des A et Npg des B dans ce bloc sont des variables
aléatoires gaussiennes que 1’on peut écrire comme

Nao = 3poL? +\/5poL?
Npo = 3poL?+/3p0L? (268)
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ou le terme en 4 indique I’écart type. La différence de ces deux nombres,
AN = Njo — Ng = ++/poL2 (269)

est un nombre aléatoire qui est (quasiment) conservé a lintérieur du bloc
en question tant que celui-ci n’aura pas échangé trop de particules avec ses
blocs voisins. Fixons maintenant un temps t. Au temps ¢, les particules se
seront déplacées typiquement sur une distance L; ~ ao(’yt)%. Choisissons donc
L=1,.

Au temps t les particules a I'intérieur de chaque bloc se seront bien mélan-
gées, mais il n’y aura pas eu beaucoup d’intéraction entre blocs voisins.

Si les particules a Iintérieur de ce bloc se rencontrent et s’annihilent au
maximum, leur nombre restant a 'instant ¢t ne peut pas étre plus petit que
|AN| de I'équation (B89, pris pour L = Ly, qui est de l'ordre de <AN2>% =
(poLd)%. Ceci conduit a

N

(poLf)

p(t) =
L{

- (ﬂ); (1) /1 (270)

ao

On compare maintenant Z0) au résultat £62) du champ moyen. Il s’ensuit
immédiatement que la théorie du champ moyen telle que présentée au para-
graphe ne peut pas étre valable en dimension d < 4.

L’annihilation prévue par cette théorie est freinée par la disparition, a
I'intérieur d’un domaine de taille linéaire L; (d'un “bloc”), de 'une des deux
especes, A ou B, qui y était initialement minoritaire & cause de fluctuations.

Par conséquent, il se forme des domaines riches en A et d’autres domaines
riches en B, et la réaction A + B — 0 ne peut se produire qu’aux interfaces
de ces régions. On a donc trouvé qu’en-dessous de la dimension 4 il y a
ségrégation des especes : on écrira dgeg = 4. Ce phénomene s’accompagne d'un
ralentissement de I’annihilation par rapport a la théorie du champ moyen.

13.6 Dimension de ségrégation.

On peut dire qu’en dessous de d = dgeg les conditions initiales deviennent
“pertinentes”. Toutefois, pour d. < d < dgeg il n’est pas nécessaire de renor-
maliser le taux de réaction k. Dans cet intervalle de dimensions, les équations
du champ moyen (B8] devraient donner le comportement correct en t~%* si
on les résout avec la condition initiale p4(x,t) = pao(x) et pp(x,t) = ppo(x)
ou pao et ppo sont des fonctions aléatoires correspondant & une répartition
uniforme et indépendante des particules.

Pour d < d. la théorie de la renormalisation pour ce systeme n’est encore
pas bien établie. Tout indique que la relation p(t) ~ t~%/* reste valable pour
d < d.. On peut donc résumer que pour A + B — 0 avec initialement psg =
PBO = %po la décroissance asymptotique de la densité est donnée par

pt) ~ 7t soo, <4 (271)

13.7 Condition initiale pao # ppBo-
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13.8 Le cas particulier de la dimension d = 1. En dimension d = 1 on peut
pousser l'analyse heuristique un peu plus loin [LR92].
En élevant la différence de ces deux équations au carré on trouve
(Na = N)*)? = v/poL? (272)
13.9  Un processus d’annihilation o q espéces. Voir Hilhorst et al. [Hi04al,

[Hi04B] On peut généraliser I’équation (ZGH) & un systéme a n especes Ay, ..., A,
subissant les réactions

At A0 1<itj<q (273)
ij
a. Tous les k;j égaux. Le cas particulier avec k;; = k a été d’abord

considéré par Ben-Avraham et Redner [BARS6] en 1986. Méme s’il n’y a pas
d’applications connues de ce systeme multi-espece, son étude revét un intérét
théorique certain. Deux cas particuliers sont déja connus :

(i) ¢ = 2 donne la réaction A+ B — 0

(ii) pour ¢ = oo deux particules qui se rencontrent appartiennent avec une
probabilité 1 a des especes différentes et peuvent donc s’annihiler ; ce qui fait
que ce cas limite correspond & la réaction A + A — 0.

o) ~ P, p>0 (274)

b. Les k;; pas tous égaux.
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14 Reéseaux de neurones

Voir D. Amit, Modeling Brain Function, Cambridge UP, 1989.

14.1 La modélisation du cerveau

o cerveau : N = 10'° 4 10! neurones
e chacun connecté & ~ 10% autres neurones par des azones et des synapses
e & travers une connection un neurone ¢ peut faire parvenir un signal électrique
a un neurone j (ou a son arbre dendritique) ; la connection est caractérisée
par une efficacité synaptique Jj;
e les connections sont non symétriques
e on fait une correspondance entre le neurone 7 et une variable binaire s; = +1,
tel que

— pour s; = 1 le neurone i est actif (anglais : firing), c’est-a dire il envoie
un signal électrique ; et

— pour s; = —1 le neurone 7 est au repos
e le neurone j integre les signaux qui arrivent dans sa partie centrale (le soma)
pour former un potentiel local h;,

h]‘ = Z in3i7 (275)

sachant qu’une efficacité synaptique peut étre excitatoire (J;; > 0) ou in-
hibitoire (J;; < 0) [voir Note 1 en fin de chapitre]

e si le potentiel h; dépasse un certain seuil ¢; a un instant ¢, le neurone ¢
enverra un signal a l'instant ¢ + 1

e délai type entre ¢t et t + 1 : de quelques ms a quelques dizaines de ms (la
variabilité est importante)

e signal envoyé : quelques dizaines de mV au départ, mais de 'ordre de 1 mV
a l'arrivée dans le soma du neurone receveur

e seuils 0; : quelques dizaines de mV

La discussion ci-dessus contient beaucoup de simplifications. Méme si elle
est globalement applicable a tous les neurones, il existe de nombreux types de
neurones différents, chacun avec ses propres spécificités.

14.2 Evolution temporelle

On a tous les éléments en main pour écrire un systeme d’équations d’évo-
lution pour les états des neurones. On discrétisera le temps ¢ = 0,1,2,...
et écrira s;(t), hi(t), etc. La dynamique décrite ci-dessus conduit a la regle
d’actualisation

si(t+1) = sgn(Z Ty si(t) —9]-), j=1,2,...,N. (276)

—_——
hi(t)
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Ce sont les équations du mouvement pour un réseau de neurones formels.
Elles sont déterministes. Pour un état initial s(0) = (s1(0), s2(0), ..., sn(0))
donné, elles peuvent étre résolues directement par ordinateur. On peut espérer
qu’elles ont une pertinence pour

(i) le cerveau

(ii) 'informatique, l'intelligence artificielle, les sciences cognitives, . ..

14.3 Simplifications

Afin de pouvoir procéder a une analyse théorique de ces équations, on apporte
encore les simplifications suivantes.

(a) Tous les neurones sont connectés entre eux : Jij # 0Vi,j [voir Note 2
en fin de chapitre].

(b) Symétrie des couplages, J;; = Jji.

(c) Actualisation asynchrone : on applique la régle d’actualisation a des
spins un par un dans ordre aléatoire.
Avec ces modifications on parle du modéle de Hopfield (1982).

On observe maintenant que la regle d’actualisation est aussi celle qu’on
adopterait dans une simulation Monte Carlo a température 7' = 0 d’un verre
de spin de type Sherrington—Kirkpatrick ayant pour hamiltonien

H = _%Zjijsisj —i—ZHij. (277)
i,J

[Ici —0; al'interprétation d’un champ magnétique aléatoire.| Cette observation
nous conduit & généraliser ce modele a des températures 7' = 1/ non nulles.
L’équation (270 est alors remplacée par une regle d’actualisation qui devient
probabiliste,

Sj(t + 1) =

1 avec la probabilité Dj
{ (278a)

1_p]a

ou
1

P T exp[ 280k (1) — ;)]
cette derniere expression provenant de la condition de bilan détaillé. Ici T,
bien siir, n’est pas la température physique du cerveau mais un parametre
qui controle 'importance du bruit aléatoire dans son fonctionnement. Dans
la suite on posera 6; = 0 ; il serait possible mais un peu plus encombrant de
garder ces variables.

On va étudier ce modele de Hopfield : non pas sa thermodynamique
(qui est celle du modele SK) mais son comportement sous les régles dy-
namiques ZZ0) ou F). On va s’intéresser en particulier aux états sta-
tionnaires s* = (s3,s5,...,5y), en admettant que ceux-ci sont des attracteurs
sous la dynamique, soit de facon exacte en cas de ([2Z8), soit a des fluctuations
pres dans le cas de [ZZ3).

Or, sachant que le modele SK possede un tres grand nombre de phases pour
T < T., on s’attend également a un tres grand nombre d’états stationnaires

(278b)
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(avec peut-étre une vague correspondance entre les deux). L’espace des phases
des états s = (s1,...,sn) sera réparti en autant de bassins d’attraction qu’il
y aura d’attracteurs. On adopte maintenant I'interprétation suivante.

e Chaque état stationnaire s* est une image mentale interne au cerveau.

e Un état initial s(0) est un état imprimé sur le cerveau, soit par un signal
sensoriel venu de 'extérieur, soit par un processus interne).

e Un état initial est une image imparfaite (ou inconsciente, ou...) de
Uattracteur du bassin ou il se trouve.

e Le passage de l’état initial a I’état stationnaire est le processus effectué
par le cerveau afin d’arriver a reconnaitre [’état imprimé.

Remarques.

1. Les s* sont appelés aussi des motifs (anglais : patterns) stockés par le
cerveau. On dit aussi qu’ils sont mémorisés. Nous ne connaissons pas le codage
qui relie le monde extérieur aux motifs dans le cerveau, mais admettons qu’il
y en a. [Et c’est sans parler du codage d’idées abstraites, voire de sentiments.|

2. Dans le cas des équations ([T8) Pattracteur s* est remplacé par une
distribution de probabilité autour de s* ; pour mériter le nom d’attracteur,
cette distribution doit étre suffisamment étroite.

La propriété importante a noter est que le passage de I’état initial a I’état
attracteur se fait non pas sous l'action d’un programme chargé dans un quel-
conque CPU, mais que le programme incorporé dans les propriétés physiques
Jij du systeme lui-méme.

14.4 La regle de Hebb

L’une des questions considérées comme un défi théorique est de savoir combien
d’attracteurs un modele comme celui-ci peut avoir. Afin de pouvoir faire
du progres sur cette question, il faut préciser davantage le modele. A titre
d’exemple, soit d’abord

8*255(51752,...,51\[) (279)

un motif qu’on souhaite stocker dans le systeme. On y arrive facilement si ’on
choisit les couplages J;; comme

Jij = cte x fzfj . (280)

Exercice. Montrer la stabilité de ([Z79) dans le modele de Hopfield avec la
dynamique (7)) [et pour #; = 0].

Soit maintenant un jeu de p motifs, étiqueté par un indice supérieur p,

guz(fﬁl’é.g?"'?f]llv)? /"L:1727"'7p7 (281)

que l'on souhaite tous stocker. En généralisant ([Z8) on essaie d’y arriver en
choisissant

1 p
p—— E e
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Ce choix s’appelle la régle de Hebb. Le préfacteur 1/N est habituel et com-
mode, mais pas essentiel. Notez que sauf accident tous les .J;; sont non nuls.

Autres régles. Les J;; donnés par la regle de Hebb ne sont pas les seuls
possibles, ni forcément les mieux adaptés pour tous les jeux de &!,... &P,
On appelle apprentissage tout algorithme numérique visant a trouver, le plus
souvent par un processus itératif, les J;; optimaux (selon un critere a définir)
pour un jeu de £* donné.

Le choix des £*. Finalement, a défaut d’une connaissance spécifique sur les
¢!, nous les choisirons ci-dessous indépendants les uns des autres et aléatoirement
égaux a +1 avec probabilités %

Les considérations qui vont suivre s’appliqueront aux regles d’actualisation
&) ou [EI]) avec 0; = 0, avec les simplifications (a),(b),(c), avec des J;;
donnés par la regle de Hebb et des £ aléatoires et indépendants. Avec toutes
ces spécifications on a un modele au sein duquel on peut commencer a répondre
a des questions précises.

14.5 Les motifs £ sont-ils stables 7

Il est utile, au préalable, de remarquer que les motifs sélectionnés sont or-
thonormaux & une fluctuation d’ordre 1/+/ N pres,

1 N ’
NZ&“@"L :{
i=1

ol ¢,y est un coefficient aléatoire d’ordre 1 quand N — oo.

Supposons maintenant qu’a un instant ¢ le systéme soit dans 'état s(t) =
€”, donc s;(t) =&/ pouri =1,2,...,N. On calcule I'état s(t+ 1) produit par
la dynamique ([ZZ8). On trouve d’abord

hi(t) = Y Jiél
j

1 p=p,

1 , (283)
Cup N p#E W,

N LN e L v ever
- TilegeiThegs
=1

~—~— (#v) -
1 P
_ e Y (284)
Vol
(#v)
—_———

~+y/p—1 pour p>1

hi(t) = & + O (,/%). (285)

d’ou
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On voit donc que si N > p,
si(t+1) =sgnhi(t) =sgn¢/ =& =s;(t), i=1,2,...,N,  (286)

c’est-a-dire que pour N suffisammant grand on peut stocker (=mémoriser) un
nombre p arbitraire de motifs. Note: si ! est un motif stocké, —&¥' I'est aussi.

Comparaison avec les verres de spin. Les motifs # sont orthonormaux,
choisis & I’avance, et les J;; ont été construits en fonction de I'exigence que ces
&M soient stockés. Pour les verres de spin, a I'inverse, on donne les J;; et 'on
doit trouver les “phases” « caractérisées par (s;)® (on avait aussi appelé ces
grandeurs i ; elles jouent le role des ! de ce chapitre). L’ensemble de ces
phases a une structure avec une distribution non triviale des recouvrements

¢*% = N7V () (s0)”.

14.6 Y a-t-il d’autres motifs stables ?

Réponse : oui. Ce sont des états fantome (anglais : spurious states). Voir le
livre d’Amit. Voici un exemple d’état fantome. On se place a T' = 0, ce qui
est le plus commode. Soient &', &2 et &3 trois motifs arbitraires parmi les p
motifs appris. Construisons I’état

si(t) = sgn (& + & + &) (287)
et calculons le potentiel h;(t),
hi(t) = Y Jisi(t)
J

bruit

_ Z% 3 etetsen (€l + €2+ €3 +
7 n=1,2,3

N
~y/(p—1)/N
= Y @Y m v )

J

n=1,2,3

1
= e +g+e). (288)
Il s’ensuit que pour tout i =1,2,..., N,
si(t+1) = sgnhi(t) = sgn (& + & + &) = si(t), (289)
c’est-a-dire que I'état ([287) est stationnaire.

Exercice. Comment évolue 1'état s;(t) = sgn (o€} + B2 +~&3) ot o, B,y > 0 ?
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14.7 Est-ce que les £ sont toujours stables en présence
d’un bruit ?

Autrement dit, on se demande ce qui se passe sous la dynamique des équations
@2I). Maintenant s(t) est remplacé par une distribution sur les états s a
I'instant ¢. On considérera les moyennes (s;(t)) par rapport a cette distribu-
tion. Supposons qu’on ait

(si(t)) = m&7, (290)
ou m est un coefficient en [0, 1]. On a alors pour le potentiel h;(¢) d’un neurone
{

hl(t) == ZJiij(t)
= Z%’(Sy’(t»

= ...(comme dans le cas T'=0)
= mé. (291)

Dans ce calcul la deuxieme égalité constitue une approximation de type champ
moyen : on remplace la valeur de chaque spin s;(t) par sa moyenne par rapport
a la distribution. On effectue ensuite le calcul de s;(t + 1) en moyennant sur
les deux possibilités de I'équation ([2Z8al) avec p; donné par substitution de

(D) dans E7=H). Ceci donne
(si(t+1)) = (Ixp+(-)x(1-p) =(2p-1)
= (tanh BhY)
— tanh Sme?, (292)

ou la derniere égalité repose a nouveau sur une approximation de type champ
moyen : la moyenne d’une fonction est remplacée par la fonction de la moyenne.

On compare maintenant (Z32) et [290). En cas de stationnarité on doit
avoir (s;(t+ 1)) = (s;(t)), ce qui conduit & la condition

m = tanh Sm, (293)

bien connue de la théorie du ferromagnétisme. On conclut qu’il existe une
température critique 7, = 1 au-dessus de laquelle le systeme ne peut pas
mémoriser les &#*. Pour T < T ils peuvent I'étre, mais avec des défauts.
[Ceci veut dire que la fraction des neurones dont apres actualisation répétée
les valeurs coincident avec celles d'un état cible £” sera de l'ordre de %(1 —m),
conduisant ainsi & (s;) = m&/.]

14.8 Et si p devient de ordre de N 7

Ce cas n’est pas aussi facile a étudier et I’on ne le fera pas dans le contexte de
ce cours. Voir le livre d’Amit. On se limite ici & énoncer un résultat : Posons

p = al, (294)
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ol « est un coefficient qui reste fixe quand p, N — oco. Alors on peut stocker
les p motifs

—a T =0 pourvu que a < a¢(0) =~ 0.14 ;

—a T > 0, nécessairement avec les défauts, pourvu que o < (7).
La courbe a.(T) est décroissante avec T et atteint zéro pour T = T¢.

Notes

1. L’équation (Z7H) semble indiquer qu'un neurone ¢ dans ’état s; = —1,
donc au repos, contribue néanmoins au potentiel h;. En fait, on a brilé une
étape dans le raisonnement. Dénotons par 5; = 1 et 5; = 0 un neurone
respectivement actif et au repos et par jji les efficacités synaptiques. Formons
le potentiel ﬁj par

hy =Y Jyidi. (295)

Ces efficacités sont excitatoires et inhibitoires pour respectivement jjl- >0 et
j gi < 0.

Posons maintenant s; = 25; — 1 (si bien que s; = *1) et J;; = %jﬂ
L’équation (Z9H) devient alors

ilj = ZinSi""Zin- (296)

~——
Eh]'

Le dernier terme dans cette équation est une constante qui est indépendante
de j quand N — oo et que tous les Jj; ont la méme statistique. On peut la
faire disparaitre par une translation de léchelle des potentiels, puis on arrive
a (273).

2. La symétrisation des .J;; est une simplification qui ne correspond cer-
tainement pas a la réalité biologique. L’une de ses conséquences est que les
cycles limites disparaissent. La symétrisation est néanmoins justifiée a poste-
riori par 'argument que les grandeurs que l'on étudie, telles que la capacité
de stockage, et pour lesquelles on a également fait des calculs numériques dans
des systemes non symétriques, s’averent étre grosso modo indépendantes de
cette symétrisation.

Exercice : un réseau de neurones

Un ensemble de N neurones formels s; = £1,oui = 1,2,..., N, est caractérisé
par deux jeux de constantes de couplage

1< 1~ 1
Ji= 2 6 et Jr=5) gt
p=1 p=1

olt les €' sont des variables aléatoires indépendantes, fixes, chacune valant +1

11

avec probabilités 3,3. Par convention &/ = ¢!, On dénotera par s;(t) la
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valeur de s; a l'instant ¢. Ces neurones obéissent a une regle d’actualisation
plus compliquée qu’on n’a vue en cours, a savoir

si(t+1) = sgnhi(t),
N N
hi(t) = D Jisi(t)+ A JFsit—7),
i=1 i=1

ou A > 0 (réel) et 7 > 1 (entier) sont ds parametres. Pour A\ = 0 la dynamique
se réduit a celle du cours, sous laquelle chaque état donné rejoint un attracteur
apres seulement quelques itérations.

Question. Analyser qualitativement et/ou quantitativement la dynamique
pour A > 0 & partir d'un état initial s;(0) = &} et tel que pour ¢ < 0 les s;(t)
sont aléatoires et non corrélés avec les &

Remarque. Voir D.J. Amit, chapitre 5.3.2.
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15 Le modeéle XY bidimensionnel

15.1 Introduction

Soit un réseau de dimension d arbitraire dont chaque site 7 est occupé par un
vecteur

S; = (Si1, Si, - -, Sin), 1Si| =1, (297)

qui est une variable de spin a n composanteﬂ astraint a une hypersphere. Le
modeéle O(n) est défini par le hamiltonien

H=-JY 585 (298)
()

et doit son nom au fait qu’il est invariant par rotation simultanée de tous
les spins. [En anglais on l'appelle aussi le n-vector model.] Pour n = 1 le
hamiltonien ([Z98) est celui du modele d’Ising. Pour n = 2 on l'appelle le
modéle XY (classique) et pour n = 3 le modéle de Heisenberg (classique).
Remarque. Dans certains calculs sur le modele O(n) on peut faire ten-
dre n — 0. De Gennes [DG72] a montré que dans cette limite il existe une
équivalence entre les diagrammes représentant le modele O(n) et ceux d’une
marche auto-évitante [anglais : self-avoiding walk (SAW)]. Voir ailleurs.

Dans ce chapitre on étudiera le modele O(2) [= le modele XY, n = 2]
en dimension d = 2. La raison de l'attention apportée a ce qui pourrait ne
sembler qu’un cas particulier réside dans

(i) la nature tres spéciale de la transition de phase subie par ce modele ;

(ii) ses connections avec des phénomenes physiques tres variés.

On résume en section MH.2 quelques généralités qui serviront de toile de
fond a la suite du chapitre et qui concernent le concept de la “dimension
critique inférieure”.

15.2 Généralités sur la dimension critique inférieure

e La dimension critique inférieure.

On considere le modele O(n) en dimension d d’espace. Pour d suffisam-
ment élevée, il a une transition de phase a une température critique T¢(d) ;
en dessous de celle-ci sa symétrie est brisée et il exhibe une aimantation spon-
tanée. On va imaginer qu’on peut varier la dimension d de facon continue.
Sur un réseau hypercubique, chaque spin est entouré de 2d proches voisins.
Quand d diminue, la création d’une aimantation spontanée devient plus dif-
ficile et fait baisser T,(d). Dans les cas génériques il existe une dimension
critique inférieure notée d = dy tel que Te(d) — 0 d — dj. Pour d < dy, il n’y
a plus de transition de phase.

ICertains auteurs appellent n la “dimension” du spin. Dans ce cas, ne pas le
confondre avec la dimension d du réseau.
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e La longueur de corrélation.

A une température T° > T, le systeme de spins est composé de “blocs”
(dans un sens tres approximatif) tels que les spins a l'intérieur d’'un méme
bloc ont majoritairement la méme orientation. La taille type de ces blocs,
notée £(T'), est la longueur de corrélation. On appelle un bloc aussi un volume
de corrélation.

A une température T' < T, les spins ont partout dans le systéme une seule
orientation préférée : la symétrie O(n) de H est brisée. Toutefois, dans ce
fond de spins alignés dans la direction dominante, on trouve des “ilots” de
spins qui y ont majoritairement une orientation différente [opposée, dans le
cas n = 1]. La taille type de ces ilots est la longueur de corrélation &(T').

Pour T — T., que ce soit par valeurs inférieures ou supérieures, &(T")
diverge selon
Ay

~ = +
rvan T — T, (299)

¢(T)
ou les deux amplitudes A+ sont en général inégales et ou 'exposant v dépend
de la dimension d.

Remarque. Tout comme les autres exposants critiques, v ne dépend pas
de la structure du réseau (il ne change pas, par exemple, quand on passe d’un
réseau carré a un réseau triangulaire) ; ni de la portée des interactions tant
que celle-ci reste courte (il ne change pas, par exemple, quand on rajoute aux
interactions entre proches voisins une interaction entre deuxieémes voisins). On
appelle cette invariance une universalité. Cependant, les exposants changent
quand la portée de I'interaction devient longue (dans un sens approprié), quand
on change le “n” du modele O(n), ou (ce qui nous intéresse ici) quand on
change la dimension d de ’espace.

e Le couplage effectif a une échelle donnée.

a. Soit J Iénergie d’interaction entre spins voisins, séparés par la maille
du réseau ag. La fonction de partition ainsi que toutes les grandeurs physiques
qu’on en déduit ne dépendra que du produit K(0) = J/kpT, qui est sans
dimension et que l'on appellera la constante de couplage.

b. Le fait que les spins soient fortement corrélés a l'intérieur d’un bloc
de taille linéaire & suggere qu’il existe un “couplage effectif” fort aux échelles
spatiales < &. Ceci nous conduit au concept de couplage effectif a une échelle
donnée. 11 est utile d’introduire un parametre sans dimension £ > 0 tel que

r = age’. (300)

On notera K (¢) le couplage effectif a I’échelle r, la relation (BO) entre ¢
et r étant sousentendue. Par un léger abus de langage on appellera parfois ¢
I’“échelle”. On dit aussi que K (0) est le “couplage physique” et que K (¢) pour
£ > 0 est un “couplage renormalisé”. La définition précise, voire 'existence
méme, d'un couplage effectif doit étre montrée dans chaque cas concret.

e Fzemple : le couplage effectif pour la chaine d’lsing.
Pour le modele d’Ising en une dimension il s’avere possible de trouver une
expression explicite pour K (¢), comme on le montrera ci-dessous.
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a. Un pas de renormalisation. Le hamiltonien du modele d’Ising est

H = —JZSijJrl ; (301)

J

ou les s; prennent les valeurs 1 et j mesure la distance en multiples de ay.
A la température T la fonction de partition canonique s’écrit

Z(BJ) = Z exp ﬂJZsjsj+1 . (302)
J

{sj==%1}

On écrira ici BJ = K©. 11 a été montré ailleurs (dans le cours) qu’aprés
sommation sur tous les spins s; d’indice j = 2i + 1 impair, I"équation (B2
devient

Z(pJ) = G(K(O)) Z €xp (K(l) Zs2i52i+2>

{s;=+1] j=2i}

= GKO) > exp (K(l)ZsisiJﬂ), (303)

{si==%1} i

ou, pour le passage a la deuxieme ligne, on a posé sg; = s, puis supprimé les
primes ; ou G(K) est une fonction connue que l'on trouve facilement ; et ou
KW est le couplage renormalisé & Déchelle r = 2ag , donné par

2
tanh KO = (tanh K<O>) . (304)

A noter que la somme dans la dernitre ligne de (B03) est identique a celle dans
(B0Z), & une renormalisation de la constante de couplage pres.

b. Itération. En itérant n fois on trouve tanh K(™ = (tanh K)?" pour
le couplage effectif k@ 3 Déchelle r = 2"ay. En comparant cette équation a
@) on choisit £ tel que 2" = ¢f, donc £ = nlog2. Apres le changement de
notation K = K(nlog?2) on trouve

tanh K (¢) = (tanh K (0))°". (305)

On peut interpoler (B entre les valeurs discretes de £ pour lesquelles elle a
été déduite stricto sensu et prendre ¢ égal a un réel quelconque. On a donc
trouvé un exemple de couplage effectif bien défini et explicitement calculé a
toute échelle ¢ > 0.

Exercice 57. Expliquer pourquoi ce procédé de renormalisation ne marche
pas pour le modele d’Ising sur un réseau carré.

c. On déduit de BH) que K (¢) satisfait a 'équation

dK

7 = [(K). (306)



H.J. Hilhorst : Notes d’accompagnement ... (version 20 novembre 2010) 95

qui détermine K (¢) a partir de la condition initiale K (0) = J/kpT. On peut
la réécrire sous la forme équivalente

dK !
=F(K™! 307
< P (o)
avec F(K™1) = —K2f(K), I'avantage étant que maintenant la condition

initiale K ~1(0) = kpT/J est proportionnelle & la température. Les deux points
fixes de ([B0H) [ou de [BI7)] sont K ! = 0, qui est instable, et K~ = oo, qui est
stable. Tout couplage initial K (0) tend donc vers zéro sous renormalisation,
en conformité avec I’absence bien connue d’une transition de phase dans le
modele d’Ising unidimensionnel.

Exercice 58. Montrer que dans I"équation BOH) ci-dessus

(tanh K') log tanh K

J(K) = 1 — tanh? K

(308)

e Flot de renormalisation et dimension critique inférieure.

On admet que pour un modele générique dont on peut varier la dimen-
sion d et qui peut étre décrit par un couplage effectif K (¢), il existe encore
une équation de renormalisation de type (BIZ), mais avec une fonction F
spécifique pour ce modele. Admettons que pour K~ < 1 la fonction F a un
développement en série de puissance de K !, si bien que

dK—1

=y, K K24+, (309)
d/
ce qu’on peut réécrire comme
dK
— =y, K — ce 310
de yT y2 + ( )

La stabilité ou non du point fixe K_! = 0 est donc régie par le signe du
coefficient y,, .

a. Le cas d < dy. En résolvant ([BIT) d’abord pour d < dy, donc y,. < 0,
on trouve a l'ordre dominant

K() = K(0)e lvrlt

J r _‘yT|
= —|— . 311
kBT (ao) ( )

La longueur de corrélation est I’échelle a laquelle K (¢) passe de “grand” & “pe-
tit”, donc ou K (log(¢/ag)) ~ 1. Quand on y substitue [BII), cette condition
donne

(T) =~ a <i)y y— L (312)

¢ "\ksT) [yl

valable pour T' — 0, ce qui montre que dans cette limite la longueur de
corrélation diverge en loi de puissance. On peut considérer T = 0 comme
la température critique de ce systeme. Pour l'exposant critique v on a donc
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Figure 11: Flot de renormalisation pour un systéme décrit par un seul cou-
plage effectif K (¢), au-dessus et en-dessous de sa dimension critique inférieure
d = dy. Les points fixes sont indiqués par des astérisques, la direction du flot
par des fleches.

trouvé ici une expression en termes du coefficient y, de la transformation de
renormalisation linéarisée autour de son point ﬁxﬁ

b. Le cas d = dy. En résolvant ensuite BI0) pour d = dy, donc pour
Yy, = 0, on trouve

K(0) = K(0) —ysl+.... (313)

L’attractivité du point fixe K~! = oo implique que y > 0. Sachant que
K(0) > 1 on trouve & partir de la méme condition K (log(§/ag)) ~ 1 que

J
&(T) =~ agexp <y2k‘BT> (314)

On a donc trouvé que quand T — 0 a la dimension critique inférieure, la
longueur de corrélation diverge exponentiellement en T~'. Inversement, quand
on voit une divergence de ce type, on peut y voir le signal qu’on est a d = dy.
Ce point constitue le message principal de cette introduction.

c. Le casd > d; . Pour d > dy les coefficients y,, et yo dans I’équation (BI0)
sont positifs et cette équation posséde un point fixe non trivial 0 < K ! < oo
divisant 'axe des K en deux parties. [Si d est trés peu au-dessus de d; on
peut se limiter aux deux termes du développement de F' exhibés dans (BI)
et on trouve K. ! = y,./y2.] Les deux points fixes K;1 = 0 et K;! = o0
sont stables, alors que le point fixe dit “critique” K—! = K_! est instable.
Pour une condition initiale K ~1(0) = kgT/J > K_!, un systéme physique
renormalise vers K ~!(co0) = oo, c’est-a-dire vers couplage zéro, et n’a donc pas
d’ordre spontané, alors que pour une condition initiale K~1(0) = kgT/J <
K1 il renormalise vers K~ !(co) = 0, cest-a-dire vers un couplage infini
garantissant l'alignement entre eux de blocs voisins de spins méme quand leur
taille augmente sans limite.

[Rajouter : calcul de £(7") dans ce cas.]

2Dans le cas général la transformation linéarisée est représentée par une matrice
dont les valeurs propres sont reliées a différents exposants critiques.
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n=1 Ising
n=2 XY

n= 3 Heisenberg
n=4

n=>5

5 g »

Figure 12: La température critique T;. représentée schématiquement en fonc-
tion de la dimension d pour les différents modeles O(n). Le caractére excep-
tionnel du modele XY en d = 2 apparait.

e Le cas exceptionnel du modéle XY.

Pour le modele d’Ising on a d; = 1, alors que pour les modeles O(n)
avec n > 2 on a dp = 2. Le remarques précédentes servent surtout a mieux
faire ressortir le caractere exceptionnel du modele XY. Alors que dans le cas
générique lim n T.(d) = 0, ceci n’est pas le cas pour le modele XY, comme
le montre la figure

Cette figure suggere, en fait, qu’en dimension d = 2 le modele XY a non
pas une seule température critique, mais un intervalle entier de températures
que 'on peut considérer comme “critiques”. Le reste de ce chapitre donnera
un sens a cette affirmation.

15.3 Le modele XY bidimensionnel

On consideére le hamiltonien

Hxy = —JZcos(gbi — 95) (315)
(4,3)

sur un réseau carré. S’il est besoin de conditions aux bords, on les pren-
dra périodiques dans les deux directions (= toroidales). On aimerait pouvoir
calculer sa fonction de partition canonique a température inverse 8 = 1/kgT,

2m
Zxy(B) = /O [ deie 7, (316)

afin de déterminer si oui ou non ce modele subit une transition de phase. Le
calcul de Zxv () cependant, s’avere impossible sans approximations. Il s’agit
alors de trouver celles qui retiennent 1’essentiel du probleme.

Pertinent pour la question de la transition de phase est — ou semble étre a
premiére vue — le théoréme de Mermin et Wagner (1966 [MIW66], 1967 [MeG7]),
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Figure 13: Une configuration XY & basse température, dominée par les ondes
de spin.

qui est en fait une preuve rigoureuse de 1’“argument des ondes de spins” di
a Bloch (1930 [BI30]). Ce théoréme dit qu'un systéme bidimensionnel ayant
une symétrie continue ne peut avoir d’ordre spontané a aucune température
T > 0. Il ne faut toutefois pas conforndre I’absence d’ordre spontané avec
I’absence d’une transition de phase.

15.4 L’approximation par ondes de spin

L’approximation “ondes de spin” est basée sur 'idée qu’a basse température,
BJ > 1, deux spins voisins sur le réseau auront typiquement des orientations
peu différentes. On développe alors le cosinus jusqu’a l'ordre quadratique et
de néglige les termes d’ordre supérieur,

S = 3 (6= )+ ...
(i)
%J/dFng(F)\Q. (317)

12

En approximation ondes de spin Hxy est gaussien et on peut donc calculer
la fonction de partition Zf&? correspondante ainsi que toutes les moyennes
d’intérét.

Le calcul de la fonction de corrélation en approximation ondes de spin

donne 1 1

g(r) = (Sp-Sp) ~ TenT/anT = @) T — 00. (318)
On rappelle que dans les modeles les plus courants (ferromagnétiques dont
Ising, vapeur-liquide,. .. ) la fonction de corrélation décroit en loi de puissance

uniquement a la température critique. Ici on a une loi de puissance pour toute
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température, avec un exposant 1 qui dépend de T'! On dit parfois que 'axe
de la température est une “ligne critique”.

Exercice. Montrer que pour un réseau carré de N = L x L sites let aux
conditions aux bords périodiques, la fonction de partition (BIH), calculée en
approximation onde de spin, est donnée par

- 7r 1/2
z8B = 1] (5”2_008(2%)_ M)]) (319)

K, Ky=0 COS( L
R#0

[*** vérifier les coefficients] Déduire ensuite le résultat ([BIS]).
Remarque. Cet exercice devrait étre fait par chaque étudiant de physique
théorique. Une version a pas guidés est disponible en session de TD.

On peut d’ores et déja affirmer que le comportement asymptotique ([BIS) ne
peut pas élre correct a toute température. En fait, par un développement haute
température (que l'on n’exhibera pas ici) il est facile & démontrer qu’a une
température suffisamment élevée la décroissance avec r doit étre exponentielle.
Si donc (BIX) est vrai & basse température, il doit y avoir un point critique
marquant la transition de la loi de puissance asymptotique ([BIS]) vers une loi
exponentielle.

15.5 Les vortex

On cherche a comprendre le mécanisme a 'origine d’une telle transition. On
se place a basse température Pour un contour fermé I' on considere l'intégrale

]{ Vo(F)-dl = 2mq,  q=0,+1,%+2,... . (320)
I

Si g # 0 on dit que le contour enferme un vortex de vorticité q.

Exercice 59. Déterminer la vorticité a l'intérieur de chacun des contours
exhibés sur la figure [dl Déterminer également la vorticité de la portion
du réseau montée par la figure entiere.

L’énergie d’un seul vortex dans un domaine de taille ~ L?, comme en
montre la figure [[A se calcule aisément,

%J/df\%f

~L 2
1
-27r/ rdr <—)
~a r

~ nJlogL + E. + o(1), L — oo. (321)

Elv

12

12

N[

L’entropie et 1’énergie libre d’un seul vortex peuvent étre estimées heuris-
tiquement comme
Siy ~ kplog L2, (322)
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Figure 14: Une configuration XY & une température basse mais plus élevée
que celle de la figure Les vortex sont entourés par des contours pointillés.

Figure 15: Un vortex dans un domaine de taille L.
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Figure 16: Une paire de vortex opposés a distance r.

Flv = Elv - TSlv
~ (nJ —2kpT)log L, (323)

les deux dans la limite L — oo. On voit que Fjy tend vers l'infini quand
L — o0, mais avec un signe qui dépend de la température. On en conclut que
des vortex isolés ne peuvent exister que pour 7' > T, ou

kpT, = 3mJ. *) (324)

[(*) Cet argument est cependant trop grossier ; le Tt réel n’est pas connu.| La
valeur de I'exposant n(T") au point critique est

77(Tc) - % (325)

L’énergie de deux vortex séparés d’une distance r, comme en montre la figure
[[M sera
Ey, ~2nJlogr + 2E., (326)

ce qui ne dépend pas de L. Il s’ensuit que des paires de vortex de signes
opposés peuvent exister a toute température.

Sur la base de ces considérations, et dans I'idée que les vortex constituent le
mécanisme de la transition de phase recherchée, on décompose le hamiltonien
Hxvy selon

HXY = Hods + HvorteXa (327)

ol Hyortex décrit 'interaction entre un nombre arbitraire de vortex,

N
Hvortex = —2rJ Z qrqe 10g |Fk - Ff| + EC Z qz . (328)
k<t k=1
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Pour la méme raison qu’auparavant (le comportement en log L de ’énergie
libre d’un vortex non nul) on doit rajouter au hamiltonien Hyortex la condition
que le systeme total soit neutre, fo:l qr = 0.

Remarque. Cette décomposition telle qu’elle est présentée ici a I’air d’introduire
des degrés de liberté supplémentaires. On verra plus exactement ce qu’il en
est au chapitre suivant.

Pour les fonctions de partition et les énergies libres correspondantes on a

ZXY — ZOdSZVOI‘teX — efﬁFodsefﬁFvortex' (329)
On définit la fugacité y d’un vortex par

y = elo8Y = ¢ FFe, (330)

A basse température on aura y < 1, ce qui ouvrira dans la suite la possibilité
d’un développement en puissances de y.

Analogie avec l’électrostatique. Le potentiel V(r) d’une charge électrique
égale a +1 en dimension d’espace d = 2 est déterminé par ’équation de Pois-
son,

AV (r) = —4mwé(7), (331)
ce qui donne
V(r) = —2log —. (332)
To

On posera ryp = 1 dans la suite. On voit donc que Hyortex représente 1’énergie
électrostatique d’un systeme de charges bidimensionnelles égales a v wJqs.

15.6 Analyse par renormalisation
La force électrostatique F'(r) entre deux charges ¢; et ¢; a distance r > 1 est

94

F(r)=2nJ
(r) = 2m7 2

(333)
Dans un milieu polarisé, caractérisé par une constante diélectrique e(r) dépen-
dante de la distance, cette force devient

qiq;
e(r)r’

F(r)y=2nJ (334)

A basse température les charges seront appariées en dipodles électriques,
comme le montre la figure [ La distance entre les deux charges opposées
composant un dipdle sera appelée la ‘taille’ de ce dipole. Soit p(r’) la densité
des dipdles de taille r’. Alors

,
/ dr’ p(r') = la densité totale des dipoles contribuant & e(r)
1

On sait que €(1) =1 et €(r) > 1 pour 7 > 1, ot @ = 1 est la maille du réseau,
qui est aussi la distance minimale d’approche de deux charges. La grandeur
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Figure 17: Un vortex de taille 7 est composé des charges ¢; et ¢; (avec ¢; =
—q;). La force entre ces charges est renormalisé par la présence de dipoles de
taille plus petites.

€(00) est la constante diélectrique telle qu’on la mesure dans un échantillon
macroscopique. Il y a deux possibilités,

(i) €(o0) < 00 : on a un diélectrique ;

(ii) €(c0) = 00 : on a un conducteur.
Dans ce dernier cas, la force de Coulomb ne se fait plus ressentir a grande
distance a cause de I’écrantage de Debye. En électrostatique on pose

e(r) =1+ 4mx(r), (335)

ou x(r) est la susceptibilité électrique de tous les dipdles qui contribuent &
€(r). On peut donc écrire

X = [ v pl(r")alr), (336)

ou a(r') est la polarisabilité d'un dipdle de taille »' (& r' fixe).

I faut maintenant trouver des expressions pour p(r) et a(r). Si on con-
sideére les dipdles comme indépendants les uns des autres, leur densité p(r)
sera déterminée par leur facteur de Boltzmann,

p(r) = 2mr 4> e W)/ksT (337)

ou le facteur 27r tient compte de toutes les orientations d’un dipole, le facteur
y? de Iénergie des deux centres, et ou W (r) est le potentiel effectif entre les
deux charges, donc

dW (r)
Codr
Note. 1l existera aussi des dipoles ‘non élémentaires’ composés de paires
de charges +2v/7.J ou +£3v/7J etc. L’équation [B37) montre que effet de ces
types de dipole sera accompagné de puissances supérieures de y. [*** mention
plus haut].

F(r) = (338)
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Afin de déterminer a(r), considérons un dipole de taille 7, composé de deux
charges +¢, dans un champ électrique E. Soit p = ¢qr cosf la composante du
moment dipolaire le long de la direction de E. La polarisabilité est alors
a(r) = [0(p)/OFE]g=0 ou (...) est une moyenne avec le poids exp(GEqr cos ).
En effectuant la moyenne et la dérivée par rapport a F on trouve

0
a(r) = ey (cos 0)| p_o = 2Bq*r?. (339)

En appliquant cette relation dans la suite il faudra se rappeler que dans le
modele XY les dipoles élémentaires sont composés de charges ¢ = v« J.

Résolution des équations [337)-Z39). Les équations B34)-(B39) constituent

un systeme fermé de six équations pour six inconnues. On les résout comme
suit. Définissons d’abord

¢ =logr, (340)
J
y(l) = yr? e W(r)/2kBT (342)

On indique quelques étapes intermédiaires du calcul. On peut réécrire (B31)
comme

p(r) = 2mry? e Wr)/ksT _ 27Tr73y2(€) (343)
et (B38) comme
W(’I“) Inr
=2 K(/). 44
=2 /O A0 K (0) (344)

Substitution de (B4dl) dans ([B42) donne
y(£) = y(0) 2T R A KW, (345)

On substitue [E39) et (BZ3) dans B36), [B30) dans (B30), puis B30) dans
B1), ce qui conduit &

l
K='(0) = K7Y0) + 473 / ae' (). (346)
0

A partir de (BH) et (B40) on obtient les équations finales,

K = a2, (472
WO _ o (0] (0). (347h)

Ce sont les équations du flot de renormalisation pour le modele XY bidimen-
sionnel. Le flot de renormalisation qui résulte de ces équations est montré sur
la figure

Remarques.
1. Le raisonnement ci-dessus, qui suit le travail original de Kosterlitz [KT73,
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y
o

0 /2 K1

Figure 18: Flot de renormalisation du modele XY dans le plan K1y, Le
pointillé représente le systéme initial (= non renormalisé, donc ayant ¢ = 0) et
est paramétré par sa température 7. [*** rajouter des commentaires]

[Ko74, [Ya7]], a pu paraitre approximatif. Néanmoins, les équations ([BZ7) con-
stituent les premiers termes dans un développement exact en puissances de

la fugacité y. On renvoie le lecteur a la littérature pour des dérivations plus
exactes [JKKNTZ, [AGGR0| et méme rigoureuses ||.
2. Il n’était aucunement évident a prior: ni (a) qu’il existerait des équations de
renormalisation pour ce modele, ni (b) que le nombre de variables impliquées
serait de deux.
3. Ces équations ont été déduites dans “I’espace réel”, par opposition & ’espace
de Fourier utilisé pour quasiment tous les développements en e.
4. L’aimantation moyenne m = N1 Zi\; 1(cos ¢;) est nulle a toute température.
On a ici affaire a une transition de phase sans parametre d’ordre, ce qui fut
une nouveauté quand elle a été découverte. A cause du role des vortex on parle
aussi d’une transition topologique. Pour un article de revue sur les transition
topologiques voir Nelson [Ne&3].
5. Dans I'état fondamental du modele XY, ou tous les spins sont alignés, une
symétrie continue est brisée spontanément. Les “ondes de spin” sont des exci-
tations au-dessus de cet état fondamental. Leur énergie d’excitation peut étre
arbitrairement basse. Dans d’autres contexts, des excitations de ce type sont
appelées des “modes de Goldstone” et sont dites “sans masse”. 6. zzz

7. On peut rajouter a Hxy un champ magnétique sous la forme d’un
terme H Zi\; 1 cos ¢;. La susceptibilité magnétique dm/OH est infinie pour
tout T'< 1.

15.7 Discussion

Les équations (B47) décrivent des trajectoires dans le plan K !y, paramét-
rées par £, et représentant le comportement effectif du systeme aux échelles
spatiales 7 = e avec £ > 0. Ces équations doivent étre résolues avec une

condition ‘initiale’ (K'(0),4(0)) & £ = 0. On rappelle les valeurs initiales,
K~10) = kgT/J, (348a)
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y(0) = e~ Be/kT, (348b)

Elles définissent une courbe dans le plan K 'y (le pointillé sur la figure [),
paramétrée par la température 7.

La question importante est : pour K ~!(0) et (0) donnés, quelles seront
leurs valeurs complétement renormalisées K ~!(00) et y(0o) ? Pour un échan-
tillon macroscopique ce sont ces valeurs qui sont, en principe, observables. On
peut répondre a cette question en tracant les trajectoires, comme cela a été
fait sur la figure[[§ IL’axe y = 0 est un axe fize. Ceci tranche avec la situation
habituelle, ou un flot de renormalisation possede seulement des points fixes.
Ceci confirme l'existence de la “ligne de points critiques” a laquelle on avait
conclu sur la base de ’équation ([BIH). Toutefois, il apparait maintenant que
cette ligne n’est stable que pour K~ = kgT/.J < 7/2. La courbe qui aboutit
en (K71,0)) = (7/2,0) intersecte la ligne des conditions initiales en un point
qui définit la température critique du modele.

Chaque point K~1(0),y(0) du pointillé ayant 7' < 7. aboutit sous renor-
malisation sur I'axe y = 0 en un point que 'on pourra noter K 1(oco;T) et
qui est représenté sur la figure ([[¥). Les points initiaux K~1(0),y(0) ayant
T > T., méme si sous renormalisation ils s’approchent d’abord de la ligne
y = 0, finissent par s’en éloigner vers une région du plan K ~'y oll y n’est pas
petit. Méme si les équations de renormalisation ne sont plus exactes dans cette
région, on peut I'interpréter comme appartenant a la phase haute température.

Saut universel. La conclusion la plus remarquable que 1’on peut tirer des
équations ([BZR]) est qu’a la température critique T¢, elle-méme inconnue, le
couplage K ~!(00; T) totalement renormalisé saute de la valeur /2 vers zéro :
il s’agit d’un saut universel, car il apparait quelle que soit la trajectoire précise
du pointillé. Par exemple, le méme modele XY sur un réseau triangulaire serait
décrit par une autre ligne de conditions initiales, ayrait un autre 7, mais son
couplage renormalisé exhiberait le méme saut universel.

En ce qui concerne le comportement de la fonction de corrélation aux
grands 7, la prise en compte des vortex revient a remplacer K (0) par K(oo)
dans l'expression ([BIF), On peut donc affirmer sans calcul supplémentaire que

1

g(r) ~ Tl/ZﬂK(oo;T) : (349)

Au point critique T' = T¢. ceci donne g(r) ~ Wl(oom = ﬁ, ol comme par
miracle l'exposant 7(7,) = 1 trouvé en ([BZH) est resté inchangé | Toutefois, la
prise en compte de termes d’ordre supérieur dans les équations de renormalisa-
tion (BZD) donne lieu & un facteur correctif. Le résultat, qu’on ne démontrera
pas ici, est alors

(log r)l/g

g(r) ~ i r—oo, T =T. (350)

( Voir [AGGSK(], qui emploie les techniques de la théorie des champs.
Exercice.

a. Poser t =T — T,. Montrer qu’au voisinage du point critique (7/2,0))
les trajectoires du flot de renormalisation sont des branches d’hyperbole.
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b. Montrer que dans la phase haute température la longueur de corrélation

du modele XY diverge comme
E(T) ~ &/ T=T2 7t (351)

ou ¢ est une constante positive.
On énonce sans démonstration encore les résultats suivants.
1. Pour T' < T, on peut définir une longueur de corrélation comme la distance
type entre deux vortex libres.
2. Au voisinage de la température critique 1'énergie libre par spin f(7) du
modele XY s’écrit comme

f(T') = partie analytique + Cy. e_ci/‘T_TC‘I/Q, T—1T,. (352)

ou C4 et cy sont des constantes. Ce type de non analyticité ne laisse aucun
effect détectable dans la chaleur spécifique, que ce soit dans des expériences
ou des simulations Monte Carlo.

15.8 Notes historiques sur le modele XY

Pour indiquer le hamiltonien (BIH) nous avons employé le terme “modele XY”,
conformément a l'usage de nos jours. Cependant, jusqu’au début des années
70 ce terme était réservé a I’analogue quantique de [BIH), & savoir

'H——JZUU +oYoY) (353)

oud; = (o7 ,O';l, 0%). Celui-ci est une version anisotrope du célebre hamiltonien

de Heisenberg,

H = —JZ Gi-0j . (354)

(i,3)

Le hamiltonien (BIX) fut introduit par Vaks et Larkin (1965) pour décrire la
fonction d’onde de couches minces d’hélium superfluide. Son nom original
était “modele de rotateurs plans” (anglais : plane rotator model). En vue d’en
déterminer une éventuelle transition de phase, le hamiltonien quantique (B24)
avait été étudié depuis les années 30, sa version anisotrope (Bh3)) depuis les
années 50. La méthode principale de ces jours-la — et d’ailleurs jusque dans les
années 70 — était le développement en série haute température, appliquée par
exemple a la susceptibilité magnétique. En extrapolant une série (relativement
courte : de quatre a dix termes) on cherchait a déterminer si la fonction
représentée divergeait ou non a une température finie.

Un role important fut joué par le théoréme de Mermin et Wagner [NIWGG],
publié en 1966, qui montre mathématiquement rigoureusement qu’un systeme
bidimensionnel ayant une symétrie continue ne peut pas avoir d’ordre spon-
tané. Une adaptation de ce théoréme au modele XY est due & Mermin [Mef7].
Cependant, dans les années suivantes on se rendait compte que I'absence d’un
ordre spontané n’excluait pas une transition de phase d’un autre type, encore
mal cerné.
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Malgré beaucoup de travaux de recherche, il régnait au début des années
70 toujours une grande confusion quant a 'existence ou non d’une transition
de phase en deux ou en trois dimensions d’espace, pour les modeles XY et
Heisenberg. Cette confusion fut dissipée par la théorie de Kosterlitz et Thou-
less (1972-1974). C’est seulement depuis ces travaux qu’on a les idées claires
sur la différence entre les modeles classiques de XY et de Heisenberg [O(2) et
0(3)].

Kosterlitz et Thouless furent précédés de peu par Berezinskii [Br71l [Br70],
qui publia en 1970-1971 en russe (traduction 1971-1972) une version incompléte
de la méme théorie.

Voir [Hi87] pour une version plus élaborée (en néerlandais) de ces notes
historiques.
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16 La transition rugueuse

16.1 Les modeles SOS et DG

On s’intéresse a la surface d’un cristal. Soit un cristal cubique dont on veut
considérer la surface 001 (celle vue de la direction Oz). Le cristal est modélisé
comme un ensemble de N colonnes juxtaposées, supposées composées des
atomes du cristal, chacune placée sur le site ¢ d’un réseau carré situé dans
un plan de référence perpendiculaire a Oz. On dénote la hauteur de ces
colonnes par des entiers h; = 0,11, 42, ... . L’énergie de la surface cristalline
sera minimale pour une surface platte, c’est-a-dire si tous les h; ont la méme
valeur, et puis chaque différence de hauteur entre deux colonnes voisines 7 et
j fournira une contribution positive a ’énergie totale H,

H=2 V(hi—h), (355)
(i,9)
ou V(h) = V(—h) et 'on pourra poser V(0) = 0. On appelle le modele ainsi
défini un modele SOS (anglais : solid on solid, ce qui fait référence au fait que
dans ce modele il n’y a ni lacunes ni surplombs).
Deux choix de V' (h) sont particulierement populaires, a savoir

Hpe = 57> (hi — hy)?, (356)
(3,5)

que l'on appelle le modele Discret Gaussien, et

Hsos = J Y |hi = hyl, (357)
(i,3)
que P'on appelle le modele SOS (dans un sens plus restreint). La fonction de
partition canonique de ces modeles s’écrit

/
Zncsos(B) =) | e Frpasos (358)
{hi}

ou la prime sur le signe de sommation indique que ’on doit “ancrer” la surface,
par exemple par la condition hy = 0. Sans une telle condition Zgos et Zpg
seraient infinies a cause de invariance de 1'énergie (BRH par la translation
simultanée de toute les hauteurs, h; — h; + h.

16.2 La transition rugueuse

L’état fondamental de la surface étant I’état completement plat, on comprend
aisément qu’au fur et a mesure que la température augmente, les écarts de cet
état plat deviendront plus importants. Une fonction de corrélation qui mesure
cet écart est

G(r) = ((hi = hir)?), (359)

ou (...) indique une moyenne par rapport au poids de Boltzmann qui figure
dans [B28). On annonce (les arguments suivront) qu’il existe une température
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critique Tr a laquelle ces modeles SOS subissent une transition de phase.
Celle-ci se manifeste, entre autres, dans le comportement asymptotique de
G(r) aux grands T,

cte <0 T <TRr,
G(r) ~ (360)

log r T>1T,.
On dit que pour T' < TR la surface est lisse, alors que pour T' > T} elle est
rugueuse. La transition est appelée la transition rugueuse. On verra par la
suite

(1) comment la transition rugueuse est reliée a la transition du modele

XY ;

)

(2) quelques conséquences expérimentales.

16.3 Du modele XY de Villain au modele Discret
(Gaussien

16.3.1 Le modele XY de Villain

On se place sur un réseau carré de N = L x L sites avec des conditions aux
bords périodiques dans le deux directions. Un hamiltonien plus général que
(BIH), mais pour lequel on n’introduira pas de nouvelle notation, est

Hxy = Ulei — ), (361)
(4,5)
ou U(¢) est 2m-périodique. Le facteur de Boltzmann correspondant est

e PHxy = H e PUGi=¢i), (362)

On fera le choix particulier du a Villain (1975),

VlH Z UVIH _ ) (363)

avec [ee)
e_ﬂUVill(¢) _ Z e—%ﬂJ((bi—(Zﬁj—Q?Tn)?. (364)

n=—oo
On vérifie aisément que F6) conduit a des fonctions e PV et U(¢) qui
sont 2m-périodiques, symétriques par échange ¢ — ¢, et ont leurs extrémes
en ¢ = 0mod27m et ¢ = mmod2m. La représentation (BG64) d’une fonction
périodique a des avantages qui seront pleinement exploités dans la suite.

16.3.2 La transformation

On substitue UV pour U dans ([B62) et introduit un indice de sommation
n;; pour chaque lien (i,j) du réseau. La fonction de partition ZyiH(8) du
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ol

(a) (b)

Figure 19: (a) Un réseau carré avec des spins ¢;, ¢;,. .., et son réseau dual
avec des variables de hauteur h,,hs,.... (b) Arrangement de quatre spins
autour d’une plaquette étiquetée r.

hamiltonien de Villain prend alors la forme

¢7',]'
ZVlH / Hd¢ Z e QﬁJZ<7 i (;5 @j —2mni;)? (365)
i {nij}
eXp[ ﬁHvln]
Pour chaque lien (i,j) du réseau on définit
bij = ¢i — 95, (366)

étant entendu que dans cette relation on prendra toujours le site ¢ soit a
gauche de j, soit en-dessous de j (voir la figure). On veut maintenant passer
des variables d’'intégrations {¢; } a des nouvelles variables {¢;;}. Or, comme les
¢; sont au nombre de N et les ¢;; au nombre de 2N, il doit y avoir N relations
de dépendance entre les ¢;;. Il y en a effectivement une par plaquette (=
carré élémentaire) du réseau (mais voir la Note en fin de cette section). Pour
la plaquette de centre r de la figure [@ elle s’écrit

Z (r)@‘j = @12 + P23 — Qa3 — P14 = 0. (367)
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On incorpore donc dans le changement de variables un delta de Dirac pour
chaque relation, ce qui donne

ZVIH(ﬁ) — /%H dei; Z e 2ﬁJ bij—2mni5)? H(S(Z ¢ij mod 27T)

(1,9) {ni;}
_ / h TT dess e 3% T H5(Z ) i mod27r). (368)
~%% (i) r

[Dans la premiere ligne le ” mod 277 s’introduit quand on rameéne le domaine
d’intégration de chaque ¢;; a [0, 27] ; on n’élaborera pas ce point.|
Le pas suivant consiste a éliminer les fonctions delta a ’aide de I'identité

oo (e o]

d(z mod 2m) = Z O(x — 27k) = x elhe, (369)

La premiere égalité est triviale ; la seconde ne ’est aucunement et s’appelle la
formule de sommation de Poisson. Voir ailleurs pour sa démonstration. En
introduisant une variable h, pour chaque plaquette on trouve

2Y(g) Nz/ wa@ ﬂwz¢+§jmz“%}

{hr}

(370)
L’exponentielle dans ([BZ0) contient un terme linéaire en h et en ¢ ou chaque
¢i; intervient multiplié par i(h, — hs), avec la convention que les centres de
plaquette r et s sont situés par rapport aux sites de réseau i et j comme
indiqué sur la figure [ Les 2N intégrations sur les ¢;; sont donc devenues
gaussiennes et découplées. On les effectue et, en écrivant [] (r,s) U lieu de
[T > on obtient

3 (9) = NZH/<M ) (a7

{hr}(
(ﬂ_ﬂ)l/Qe QﬁJ(hT hs)
d’ou . ,
ZVIH(ﬁ) _ (ﬁ{])*N Z e 257 > ir sy (hr—hs) (372)
{hr}
En comparant B72) avec ([B28) et ([B2) on voit que
Z3 () = Zo(B) Zna (B) (373)
si on pose
~ 1
8) = (0NN, =g (374)
En prenant le logarithme de [BZ3) et insérant ([BZ]) on trouve la relation
: 1 1
SES) ~ Nlog 5 = 2 Fo (W) (375)

entre les énergies libres des modeles Discret Gaussien et XY de Villain.
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16.4 Commentaires

Il s’agit d’une relation de dualité. D’une part, elle relie un modele sur un
réseau donné (le réseau primal) & un autre modele sur son réseau dual, c’est-a-
dire obtenu a partir des bisecteurs perpendiculaires des liens du réseau donné.
D’autre part, elle relie le comportement haute tenpérature du modele sur le
réseau primal (le XY) au comportement basse température du modele sur le
réseau dual (le DG) et vice versa. La conclusion la plus importante a tirer de
cette relation est que si en fonction de § I'énergie libre FY(3) exhibe une
non analyticité (donc une transition de phase) pour un certain 5 = ., Fpg(5)
aura une transition de phase pour 8 = 1/8.J%. Or, comme la transition de
phase du modele XY est bien établie, on conclut a la transition de phase du
modele Discret Gaussien. On peut ensuite convertir les moyennes d’intérét du
modele XY en quantités relatives au modele DG et wvice versa en passant par
la transformation ci-dessus mutatis mutandis. Comme I'une des conséquences,
on trouve le comportement asymptotique [BG) de la fonction de corrélation

G(r).

Note. La fonction de partition Zpg(83) de I'équation (BhH) contient une
somme Z'{hr} alors qu’en (BZ2) nous avons abouti sur une somme » (), y sans
prime, et cette derniere est infinie ... Ou est lerreur ?

Afin de simplifier la présentation, on a passé sous silence un détail impor-
tant. Parmi les N relations (B&1), il n’y en a (sur un tore) que N — 1 qui soient
indépendantes : la derniere est la somme des N — 1 autres. Si on modifie le
calcul pour tenir compte de ce fait, on tombe sur la somme Z'{ h,} AVEC prime.
Pour les détails du calcul voir Ney-Nifle et Hilhorst [NNH95].

16.5 Expériences

Il n’existe guere de matériaux magnétiques qui soient de bonnes réalisations
du modele XY bidimensionnel. [On sait fabriquer, toutefois, des réseaux de
jonctions de Josephson qui peuvent étre vus comme des modeles XY.| Il en est
autrement pour la transition rugueuse. Au premier abord il y a le probleme
que les cristaux habituels que ’on rencontre couramment dans la vie pratique
ne sont pas a I’équilibre a la température ambiente, comme la théorie I'exige.
Des expériences ont donc été faites en avec des cristaux métalliques chauffés
a plusieurs centaines de degrés. Celles-ci n’ont pas été tres concluantes.

Cependant, une toute autre possibilité se présente, a savoir avec des cristaux
de *He en coexistence avec de I'hélium superfluide. La superfluidité facilite
grandement le transport de I’hélium liquide, si bien que le cristal prend tres
rapidement sa forme d’équilibre.

Ces expériences ont été réalisées a 'ENS de Paris. Voir P.E. Wolf et al.
[Wefal8H] ainsi que Particle de revue de Balibar et al. [BAPOS].

Afin d’établir la connection entre les expériences et la théorie, une exten-
sion de cette derniere est nécessaire au-dela des résultats décrits ci-dessus. 1l
faut savoir qu’a une température type, la surface d’un cristal montre plusieurs
facettes d’orientations différentes, séparées par des parties de surface arrondies.



H.J. Hilhorst : Notes d’accompagnement ... (version 20 novembre 2010)114

Ces facettes n’ont pas toutes la méme Tr. Quand la température monte, une
facette spécifique peut diminuer de taille, puis & une température précise dis-
paraitre et laisser la place a une surface arrondie ; inversement, quand la
température baisse, il se peut qu’a une température précise une facette platte
commence a apparaltre en un point précis sur une partie arrondie de la surface.
A ce moment, la courbure locale de la surface en ce point tombe brusquement
d’une valeur positive vers zéro ; or, il s’agit encore (en unités appropriées) du
saut universel de w/2 | Voir C. Jayaprakash et al. [ISTR3].

C’est ce saut universel qui (parmi d’autres résultats) a été observé avec
une tres bonne précision a 'ENS.
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17 Le gaz de Coulomb sur réseau

17.1 Du modele DG au gaz de Coulomb sur réseau

Pour une fonction f(h) d’un entier h la somme sur h peut étre représentée
comme

d(ymod1)
> s = [arse) 3 s - . (376)
h=—0oc0 h=—oc0

o0 27i
S e2riay

On applique cette identité a la somme multiple sur les h, dans [BZ2) en intro-
duisant autant de variables ¢, et ~,. Ceci donne

Z(8) = Zo(B) 3 /
{ar} "~

L’argument de 'exponentielle, vu comme une fonction des ~,., est une gaussi-
enne qui est invariante par translation. On peut donc la diagonaliser par
transformation de Fourier. On pose, en notant 75 les coordonnées du centre
de plaquette s,

[e 9]

[Ty e 37 Zna Crmm+E 2miane (377

= NS, 79
S

ainsi qu'une définition analogue de g;;, ou k= (kz, ky) est un vecteur d’onde
compatible avec les conditions aux bords toroidales,

(kg ky) = 2m(Ky, ky)/ L, K, by =0,1,2,..., L —1. (379)
On trouve
2306) = 200) Y, [ TLa 77 2o 20008 (50)
{er}” &
ol
Ap = A(sin® 2k, + sin® 1k,

= 2[2 —cosk, — cosky]

—

k2, k— 0. (381)

12

Les variables 43 sont maintenant découplées les unes des autres et 'on peut
effectuer les intégrations sur elles. Le résultat des intégrations s’écrit

ZN(B) = Zl(ﬁ)Zefz’rgmzﬁyéo%l@zi;
{QT}

= Zl (/8) Z e—27'(2,6=] ZS Zs’ UC(FS—FSI)(]SC]S/ . (382)
{a-}

Zc(B)
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ou

2n6J 1/2
Z(8) = Zo(B) [ | (383)
k0 ( A >

Ici le potentiel Uq(7) est donné par

Uo(r) = NZ

k0
1 [" ki —1

~ = [ dkdky (384)
Il - sin® 5k, + sin” 5k

Il a le développement asymptotique

1 -
Uc(7) = —2—10g7“—EC—i—0(1)7 r — 00, (385)
T
avec E, donné par )
E, = (4m) ' log (8¢*), (386)

ou v = 0.57721... est la constante d’Euler. [Le terme logarithmique dans le
développement (BEH) est facile a trouver, la constante exige plus de travail.]
Le logarithme dominant est le potentiel de Coulomb en deux dimensions et la
somme sur les ¢, dans (BE2) représente donc la fonction de partition Z¢ ()
d’un systeme de charges bidimensionnelles : on a trouvé un ‘gaz de Coulomb
sur réseau’. On complétera cette conclusion par d’autres commentaires apres
une analyse un peu plus poussée.

On voit que, selon B&), on a Us(0) = 0, et il semblerait donc que la
fonction de partition ne contienne pas de terme de fugacité comme il en ap-
parait dans [BZ8). Toutefois, si on tient compte du terme constant dans le
développement (BEH) et du fait que le systéme doit étre neutre, on peut réécrire
I'interaction comme

Y>> U qsqs———zZlog\rs—rs\—EZquqs-

s s'(#£s) s s'(#£s) s s'(#£s)
(387)
Puisque ) qs = 0 (neutralité, voir la Note en fin de section), on a aussi
s = — D_g(zs) s €t donc le deuxieme terme & droite dans l'expression (BET)
peut se mettre sous la forme

_E Z Z qsqs’ = czqzv (388)

5 s'(#s)
ce qui fait que le poids de Boltzmann contient en fait un facteur fugacité

YT = OB (389)
olt, quand on utilise (BRG),

-
Ee =27 JE. =~ log (8¢*7) = 3.4919...J (390)
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17.2 Commentaires

1. Remarquer que chaque paire (s,s’) intervient deux fois dans la double
somme dans l'exponentielle de ([B82). Le coefficient de l'interaction logarith-
mique est donc ici exactement le méme que celui trouvé plus heuristiquement
dans ([BZF).

2. On a réussi ici a isoler exactement les degrés de liberté des vortex, chose
qui avait été faite au chapitre 15 moyennant une approximation de validité
difficile a cerner.

3. On peut encore aller un peu plus loin, comme le montre 1'exercice
suivant.

Exercice. [& compléter] Montrer que l'expression Z1(3) = (8J)~N qui
apparait ci-dessus est exactement égale a la fonction de partition du modele
XY en approximation ondes de spin.

4. On a trouvé une expression explicite pour I'énergie F. du coeur d’un
vortex dans le modele XY de Villain.

5. Les charges du gaz de Coulomb sont situées sur les mémes sites de réseau
que les variables de hauteur du modele DG. Cependant, la transformation de
ce chapitre inverse encore une fois la température, si bien que la température
du gaz de Coulomb est égale a celle du modele XY de Villain qu’on avait
initialement.

Note. L’équation [BTZ) qui était le point de départ de ce chapitre, vient
de B2 du chapitre précédent, dans laquelle la somme sur {h,} aurait du
étre marquée par une prime comme condition d’ancrage. Si on apporte les
modifications nécessaires, on trouve que cette condition d’ancrage conduit a
la condition de neutralité pour les charges {¢,}. Nous avons opté pour cette

présentation simplifiée. Voir par exemple [TKKNT77, [NNH95]| pour les détails.
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18 La fusion bidimensionnelle

19 La transition superfluide de couches de
‘He

Voir : D.R. Nelson, Defect-mediated phase transitions, in : Domb & Lebowitz,
Phase transitions and critical phenomena, Vol. 7.

Pour une couche superfluide de “He on peut écrire le hamiltonien
H = 1p(T) /dQF 72 (7) (391)

ou ps est la densité surfacique du superfluide et v5 est sa vitesse. Cette ex-
pression ne représente autre chose que la densité de I’énergie cinétique % psv?
intégrée sur le plan. Le condensat superfluide est décrit par une fonction
d’onde contenant un facteur de phase ¢?(. La mécanique quantique nous
apprend alors que la vitesse est donnée par

h =
(1) = —Vo(r), (392)
m
ou m est la masse d’un atome de *He. Il s’ensuit que

H = %J/dQF Vo, (393)

avec J = (h%/m?)ps(T). Cette expression est identique & I'expresssion (BIT)
du modele XY en approximation ondes de spin.

Si 7, était donnée par (h/m)ﬁ@ en tout point, on aurait V x @ = 0 et
I’écoulement du superfluide serait irrotationnel. Cependant, autour de points
isolés, O(7) peut étre singulier de telle maniere que 'on a

. ok
fﬁs-dez%q, g=0,+1,42, ..., (394)

donc des vortex ! Il s’ensuit qu’on peut appliquer & ces couches de *He la
théorie du modele XY avec le remplacement
h2p(T
= #. (395)
m k‘BT
On décompose 6(7) en une phase ¢(7) non singuliere et des vortex, et ainsi
de suite. La densité superfluide mesurée dans les expériences, que I’'on notera
PpR(T) (“R” pour “renormalisée”) est déterminée par le couplage K (oc0). Celui-
ci subit, selon la théorie du modele XY, un saut universel égal a 2/ au passage
de la température critique T,. Donc la prédiction pour le modele XY est que
Rp(T) _ 2

lim —>—% = — 396
Tig“lc— mZkBT 7T ( )
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ou encore . )
(T 2m=k
pellc) _ 2m B — 3491 x 10 %gem 2K, (397)
T Th
Il est & noter que dans les expériences la température critique T. dépend du
substrat et de I’épaisseur de la couche. Néanmoins, dans tous les cas la relation
BY7) s’avere vérifiée avec une bonne précision. Il s’agit d’une triomphe de la
théorie.
Voir I. Rudnick, Phys. Rev. Lett. 40 (1978) 1454 ; D.J. Bishop and J.D.
Reppy, Phys. Rev. Lett. 40 (1978) 1727.
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20 Moteurs moléculaires

Ce chapitre traite de quelques aspects des moteurs moléculaires que I'on peut
comprendre a ’aide de ’équation de Fokker—Planck introduite au chapitre M.

20.1 Introduction

Smoluchowski 1912. Feynman 1963.

Articles:

P. Reimann and P. Hanggi, Appl. Phys. A 75 (2002) 169.
C. van den Broeck et al., New. J. Physics 7 (2005) 10.

On considere, a titre d’introduction, deux situations physiques.

1. La roue a rochet. Une roue a rochet (anglais : ratchet) peut tourner
sans frottement autour d’un axe perpendiculaire au papier (voir la figure xxx).
On I"équipe d’un cliquet (anglais : pawl). On enferme maintenant la roue dans
un récipient que l'on remplit avec un gaz (on peut imaginer un gaz parfait)
qui est a l’équilibre a une température 7. Les molécules du gaz exerceront
une force fluctuante sur la roue et sur le cliquet.

Question : la roue va-t-elle tourner dans le sens de la fléche ?

Réponse : non ! les principes de la thermodynamique 'interdisent.

Le premier raisonnement qui permet de le voir est le suivant. L’ensemble
roue+cliquet+gaz est a I’équilibre. Imaginez que la roue tournerait a une
vitesse angulaire moyenne de wy ; elle pourrait alors faire remonter une masse
m (certes moyennant une réduction de sa vitese angulaire) et on aurait un
systeme a 1’équilibre qui fournirait du travail ; ce qui constituerait une con-
tradiction avec le deuxieéme principe de la thermodynamiqueﬁ.

Dans la littérature on trouve des extensions de ces considérations : on
prolonge l'axe de la roue, y attache un autre dispositif (deuxieme roue,... ),
que I'on plonge dans un réservoir a une température 7", etc. On ne poursuivra
pas ici ces idées.

2. L’épi de blé. Cet exemple remonte aux souvenirs de jeunesse de
lauteur. Un promeneur a la campagne cueille un épi de blé et 'introduit,
téte de I’épi vers le haut, entre les manchettes de son pull et de son manteau.
Au cours de la promenade, I’épi va monter en direction de I’épaule a la suite
des mouvements aléatoires du bras du promeneur.

Quelles sont les différences avec le cas précédent 7 Les voici :

— il y a un déplacement net dans une direction privilégiée

— le systeme bras+épi n’est pas a I’équilibre

— le mouvement du bras cause une force extérieure sur I’épi ; cette force
est aléatoirement fluctuante

3 Rappel. Le deuxieme principe se formule de plusieurs manieres différentes, dont :
On ne peut pas faire faire du travail o un systeme a l’équilibre dont le seul résultat
serait une baisse de sa température. Sousentendu : la température d’'un systeme
quelque part ailleurs doit augmenter.
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— cependant, ses fluctuations sont rectifices: 1’épi ne profite que de la partie
de la force qui le pousse vers le haut

— cette rectification n’est possible qu’a cause de 'asymétrie de 1’épi, qui a
une téte et une queue

— la force extérieure fournit du travail contre la pesanteur (évidemment
I’épi se deplacerait également si le “promeneur” était allongé et bougeait son
bras aléatoirement dans un plan horizontal).

Ces deux exemples nous amenent a la question suivante :
Dans quelles conditions peut-on faire faire du travail a une force fluctuante
(de moyenne nulle) par rectification ?

Pertinent pour répondre a cette question est le principe de Curie (Pierre Curie,
1984) :

Si un phénomene physique n’est pas interdit par une symétrie, il sera
réalisé dans la nature.

On ne s’interrogera pas sur le bien-fondé philosophique de ce principe, mais
I'appliquera aux deux exemples exposés ci-dessus.

D’abord, I'épi de blé n’étant pas symétrique, on peut affirmer que son
déplacement dans une direction privilégiée était attendu sur la base du principe
de Curie. Mais, la roue a rochet n’étant pas symétrique non plus, ne devrait-
elle pas tourner dans un sens privilégié selon le méme principe ? La réponse est
négative, et ceci a cause de 'existence d’une symétrie un peu cachée : il s’agit
de la réversibilité (= invariance par renversement du temps) des équations
microscopiques du mouvement, combinée avec le fait que le systéeme est a
I’équilibre. Cette symétrie interdit a la roue de tourner.

Nous nous étendons un peu plus sur ce point. On peut tenter de décrire le
mouvement de la roue a un niveau mésoscopique, par exemple moyennant une
équation maitresse ou une équation de Langevin pour son angle de rotation.
La réversibilité du mouvement se manifeste alors dans les relations de bilan
détaillé que doit satisfaire ce systeme ; et celles-ci conduiront a nouveau a la
conclusion qu’en moyenne la roue ne tourne pas.

Le principe de Curie est donc le deuxiéme raisonnement permettant de
voir ce que disait déja la thermodynamique : la roue ne tournera pas.

Cependant, également selon ce principe, dés qu’on force un systeme dans
un état stationnaire qui n’est pas un état d’équilibre, et qu’il n’y a plus de
symeétrie restante, la rectification de fluctuations devient non seulement pos-
sible, mais il faut s’y attendre.

20.2 Mouvement brownien dans un potentiel

Dans de nombreux textes théoriques sur les moteurs moléculaires on trouve
un exposé du méme type qu’on va donner ici. On considere une particule
brownienne dans un potentiel V' (x) qui est L-périodique et asymétrique. Un
exemple en est le potentiel en dents de scie (anglais : sawtooth potential)
exhibé sur la figure ; on peut imaginer que ce potentiel représente les
dents de la roue a rochet et la particule la position du cliquet, ou encore qu’il
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V(X)

%L%

X

Figure 20: Le potentiel en dents de scie comme exemple d'un potentiel
périodique et asymétrique.

représente la répétition périodique des unités chimiques le long d’une chaine
macromoléculaire. Mais le cadre de la discussion ci-dessous est plus général.

Soit p(z) la loi de probabilité de la position x de la particule. Son mouve-
ment brownien est décrit par une équation de Fokker-Planck qui incorpore les
relations de bilan détaillé,

Op(x,t) 0 9%p
— sy
N 3xv (x)p+ kB 972 (398)
On cherche I’état stationnaire p(x), qui doit satisfaire &
Ip™ (x)
=0 399
9Dy (399)
P (z+ L) = p(x). (399b)
De BX) et (B39) on déduit
d st
V/(2)p™(x) + kpT L 1 () _ —J, (400)
x

oll J® est une constante d’intégration représentant le courant de probabilité.
La solution de ([HO0) est

pSt(:C) _ e—ﬂ\/(z) [pst(o)eﬂ\/(o) N ﬂJSt /mdf eﬁV’({):| ’ (401)
0

ou 8 = 1/kgT et ou une nouvelle constante d’intégration p**(0) apparait.
Celle-ci est déterminée par une condition de normalisation arbitraire,

L
/ dz p*(z) = N. (402)
0
Si I'on impose & (@) la condition de périodicité (BITH), on est conduit &
—BV (x) N
Jt=0, pMz)=" . Z (403)

7z foLd5 e—BV(©)

On a donc montré que l’état stationnaire est un état d’équilibre, malgré
I’asymétrie du potentiel, et que le courant J' y est nul.

Exercice 60. Déduire toutes ces relations de [B3R) et (BId).
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Figure 21: Le potentiel en dents de scie comme exemple d'un potentiel
périodique et asymétrique.

20.3 Un mouvement brownien hors d’équilibre

On s’intéresse maintenant au courant dans un systeme composé d’une parti-
cule brownienne, qui est maintenu hors de son état d’équilibre. On notera ce
courant J,, ou 'indice inférieur indique I'une quelconque parmi une multitude
de fagons d’empécher l'installation de I’équilibre.

On considérera ci-dessous le cas spécifique ot 'on impose au systeme de la
section précédente une température qui varie périodiquement avec le temps,

T — T(t) =Ty — T cos? 7; . (404)
On appellera J, le courant dans ce nouvel état. Il est a noter que la variation
temporelle de la température T'(¢) ne favorise a priori aucune des deux direc-
tions spatiales. Il est assez difficile de deviner intuitivement que 1’équation de
Fokker—Planck (BIR) avec la température () [et avec les conditions (BI9al),
(B39D)) et (@) comme avant| donne lieu & un courant J, # 0. C’est pourtant
le cas, en accord avec le principe de Curie. Mais méme si on admet ce principe,
il n’est nullement évident de prévoir intuitivement le signe du courant J,.
On ne sait pas résoudre analytiquement ’équation de Fokker—Planck (B3g])
avec (E]). Nous nous limiterons donc a exhiber l'origine du courant non nul
sur le cas suivant tres simplifié dans lequel la température saute périodiquement
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entre T'=0et T =Ty,

0 0<t< 3,
T(t) - 1
Th ST <t<T,

T(t+7) = T(), (405)

ou l'on prendra kpT grand devant 'amplitude du potentiel. On peut alors
analyser le mouvement de la particule brownienne comme suit (voir la figure
em).

t =0 La particule se trouve localisée autour de x = x.

t= %T Apres une demi-période a la température T = 0, et si on admet que
7 est suffisamment longue, la particule se trouve en z = x1, soit au minimum
du potentiel qu’elle est capable d’atteindre a partir de x = xg.

t =71 Pendant une demi-période a 1" = Tj la particule exécute un mouve-
ment brownien dont le coefficient de diffusion est D = kT et qui en bonne
approximation est indépendante de la présence du potentiel ; par conséquent
sa position se trouve distribuée selon une gaussienne de largeur 2kgTyT centrée
en r = 1.

t= %T Pendant une nouvelle demi-période a T' = 0, la particule descend
la pente ou elle se trouve jusqu’a atteindre un minimum de V' (z). Ce minimum
sera celui en x = x3 si a t = 7 la particule se trouvait a gauche de xo, et celui
en x = x1 si elle se trouvait a droite de zo (on néglige ici les queues de la

distribution qui peupleraient des minima plus éloignés).

Quand on compare les situations a t = %7’ etat= %T, on voit qu’un transport
de probabilité vers la gauche a eu lieu, donc J, # 0.

On affirme maintenant sans démonstration qu’il y aura toujours un courant
de probabilité méme si

— la température varie selon () au lieu de (@) ;

— la température varie aléatoirement ;

- . ;
le tout en accord avec le principe de Curie : les fluctuations du mouvement

brownien sont rectifiées.

Exercice 61. Une approximation draconienne consiste a admettre que
sous l'effet de la diffusion a la température T, une particule initialement
en r = 0 a apres un temps ¢ une distribution uniforme dans un interval
(=kpTy, kpTy). Dans cette approximation, trouver une expression pour
le courant J,. Quelle relation devez-vous admettre entre la période L
du potentiel et la distance kgToT ? [Réponse: J, = **¥]

20.4 Travail contre une force : le moteur

On modifie maintenant le probleme étudié dans la section B2 d’une autre
fagon. On soumet le mouvement brownien a une force extérieure constante F',
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X

Figure 22: Le potentiel en dents de scie Veg(z) = V(z) — zF comme exemple
d’un potentiel périodique et asymétrique.

si bien que la particule brownienne se trouve dans un potentiel effectif Vg ()
donné par
Vet () = V(z) — xF. (406)

Dans ce contexte on appelle F' la xxx (anglais : load force). La figure B2 ou
F < 0, montre Veg(z) pour le cas particulier ot V(z) est le potentiel en dents
de scie de la figure

On se place d’abord dans le cas d’une température constante, T'(t) = Tjp.
L’équation du mouvement est alors I’équation de Fokker—Planck (BI8) avec
V'(z) remplacé par V/i(z) = V'(z) — F. La solution stationnaire p3t(z), que
I'on peut trouver par la méthode de la section B2, fait apparaitre un courant

J(F) =cte x F. (407)

Exercice 62. Trouver explicitement les expressions de pt(z) et de J5(F).

On en arrive maintenant au point essentiel. Sur la figure 23 le courant Joq(F')
de I"équation (D) est représenté par la ligne pleine, valable pour T = Ty,
et passant par lorigine du plan FJ. En présence d’une température non
constante (ou plus généralement d’une cause quelconque forcant le systeme
hors de son état d’équilibre), on avait trouvé [en section PII3] que méme si
F = 0, il y aura un courant J, non nul ; or, on a représenté celui-ci sur
la figure 23 par le point marqué J,(0). Si maintenant, alors que le systéme
n’est pas a l'équilibre, on impose la force extérieure F', la fonction J,(F'), par
continuité, doit avoir 'air qualitativement comme le pointillé sur la figure.
C’est dire qu'un régime F, < F' < 0 apparait ou le courant J.(F) est opposé
a la force F.

Autrement dit, a cause de son état hors d’équilibre, le systeme fournit un
travail contre la force extérieure : ceci est le moteur moléculaire.

Remarque. Au lieu des équations de Fokker—Planck de cette section et
des précédentes, on peut alternativement étudier les équations de Langevin
équivalentes.
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Figure 23: Le courant J en fonction de la force F' appliquée & un systéme a
I’équilibre [J5'(F)] et & un systéme qui n’est pas a Péquilibre [J,(F)].

20.5 Un modele a trois états

Voir : Lee et al., Phys. Rev. Lett. 91 (2003) 220601. Ces auteurs ont congu
le modele le plus simple sur lequel on peut illustrer, moyennant un calcul
analytique, le phénomene d’un courant non nul causé par des fluctuations de
moyenne nulle.

20.5.1 Etats stationnaires et états d’équilibre

On considere un réseau de sites unidimensionnel de périodicité 3, sur lequel
une “particule” effectue, a chaque instant ¢ = 1,2,..., un pas vers la gauche
ou vers la droite avec des probabilités définies par le schéma de la figure
On note P,(t) la probabilité pour qu’a l'instant ¢ la particule se trouve sur le
site n = 1,2,3 modulo 3. On a alors la chaine de Markov

Pa(t+1) =Y My Pu(t), t=0,1,2,... (408)
n/

avec, sionposep=1—p, g=1—¢q, r=1—r,

O K
=3

0
M= p (409)

Il

=
<)
(an}
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1-p q

@ P 1-q @

Figure 24: Les probabilités de transition sur une chaine de sites unidimen-
sionnelle 3-périodique.

Pour trouver 1'état stationnaire P on résout P = MPS', ce qui donne

P = g+rq,
Pt = F+pr,
P = p+ap, (410)
ol
D =2+ pqr + pqr. (411)

Pour calculer le courant de probabilité J dans cet état, on soustrait les flots de
probabilité dans les deux sens entre deux sites voisins arbitraires, par exemple

J = Pj'p - P'q. (412)
Apres substitution de [I) dans I2) on trouve

pqr — pqr
J(p,q,r) =

=, 413
2 + pqr + pqr ( )

ce qui est effectivement indépendant de la paire (1,2) des sites choisie. Selon
léquation (I3, il y a dans l'espace des parameétres (p,q,r) un sous-espace
bidimensionnel défini par

pgr=(1-p)(1-q)(1-7) (414)

ol le courant J s’annule. Dans ce modele la condition J = 0 est automatique-
ment accompagnée de bilan détaillé, comme le montre ([IZ). Par conséquent
nous avons ici la correspondance

J =0 <« équilibre ;

J#0 < une force F maintient un courant,

la force F' étant définie implicitement en termes des parametres p,q et r. Ce
modele combine donc les effets discutés dans les sections P02 et BO3. [**%]
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20.5.2 Rectification de fluctuations

On se place dans un état stationnaire avec un courant J. On applique main-
tenant au systéme un bruit supplémentaire, de moyenne nulle, selon la regle
suivante qui dépend d’un parametre . A chaque instant de temps t = 1,2, ...
— avec la probabilité 1 — ~, on applique la regle de la section ;
— avec la probabilité v, on déplace la particule aléatoirement et avec prob-
abilités égales a gauche ou a droite.
Il est a noter que la “perturbation 4’ est de moyenne nulle et donc, tout
comme la température T'(¢) dans la section BIL3 ne favorise a priori aucune
des deux directions spatiales. Que va-t-il se passer 7 Afin de répondre a cette
question, on note que la prescription ci-dessus équivaut a ce qu’on se donne
une nouvelle matrice M, que I'on appellera M,, a savoir

0 (L=7i+gv (L=7)r+37y
My=1] (L=2p+37 0 1=F+37 |- (415)
A="p+357 A=7g+357 0

Pour trouver le courant J.(p, ¢, 7) correspondant, on peut directement faire les
substitutions nécessaires dans l’expression ([{I3]). Toutefois, afin de simplifier
I'algebre et de rendre le résultat plus transparant, placons-nous dans le cas
particulier ou

p,q,7r tels que J, ~ v < 1.

En développant J, dans ces conditions on trouve

O(v)

P —Pa + b+ atr—p—G—7)
par —par + sy(p+qtr—p—q—7
J’Y(p7Q7T) = - D +O(’72)

= Jo(p,q,7) + %(p+q+r —p—q—F)+0(?%). (416)
On voit que

—si p,q,r sont tels que Jy = 0, c’est-a-dire que le systeme est a 1’équilibre,
la perturbation « fera apparaitre un courant J, # 0 ; cette perturbation a
donc le méme type d’effet que la variation temporelle de la température en
section ;

— i Jy # 0, la perturbation v causera une contribution supplémentaire au
courant qui, dans un régime approprié des parametres, peut étre de signe op-
posé et pour un vy suffisamment grand méme renverser la direction du courant.
On retrouve donc ici le méme phénomeéne qu’en section

Ezemple numériqgue. On prend p = q = % et laisse r libre. Cette derniere
variable joue alors le role de la force F' et on note le courant J,(r). Par
substitution dans ([EIG) et (EI) on trouve

~14+10r  16(1—7)
Jo(r) =
= e T s e

0(?). (417)
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Figure 25: Le courant J, en fonction de la force r appliquée a un systeme a
Péquilibre [y = 0] et & un systéme qui n’est pas a ’équilibre [y > 0].

Ecrivons maintenant
r= % + Ar (418)

ou Ar est petit et du méme ordre que v. Avec [EIF) il vient

AT + T2y
() = 22 0(2), (419)

Les fonctions Jy(r) et J,(r) de cette section sont analogues & respectivement
J(F) et J.(F) de la section et ont un comportement qualitativement
identique. En particulier, on voit que pour un v donné il existe un régime
—%7 < Ar < 0 ou le courant J,(r) est opposé a la “force” Ar. Voir la figure

20.5.3 Les jeux de Parrondo

21 Géométrie aléatoire : les cellules de Voronoi
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22 Solution exacte du modele d’Ising bidi-
mensionnel

22.1 Introduction.

N.V. Vdovichenko (1964 en russe) JETP 20 (1965) 477

et (1965 en russe) JETP 21 (1965) 350.

Le travail de Vdovichenko est résumé dans H.E. Stanley, Phase Transitions
and Critical Phenomena, (Clarendon Press 1971), Appendix B.

Ici nous en présentons une version “grand détail”.

22.2  Le probléme. On considere le hamiltonien d’Ising Hy sur un réseau
arbitraire de N sites distingués par des indices 1, j, . . .,

HN = *JZSZ‘SJ', (420)
ou les s; = +1 sont des spins d’Ising. Soit T' la température et notons K =
J/kgT = [BJ.

La fonction de partition Zn(K) correspondant & Hy est
Zn(K)= Y o R, (421)
{sk==%1}

On en déduit I’énergie libre par site dans la limite thermodynamique, f(K),
qui est définie par
— Bf(87) = lim log Zy(8J), (422)

et la question de ce chapitre est : comment calculer f(K) explicitement 7
Remarque. On peut poser J =1 et kg =1, ce qui laisse K = § = 1/T comme
seul parametre du probléme.

22.3 Transformation en un probleme de comptage de diagrammes “pairs”
de liens. On sait que pour toute variable binaire £ = +1 on a

e = cosh K + ¢sinh K
= cosh K(1+ ¢tanh K). (423)

=v
En employant ([23)) dans (ZI]) on obtient, si P est le nombre de paires (7, j),

ZN(K) = ZHeKsisj

{sk} (i.4)
= (cosh K)” Z H(l + vs;55). (424)
{sk} (i.4)
Dans cette expression, ’expansion du produit [] (i) conduit a une somme de

2P termes dont chacun peut étre représenté par un diagramme de liens sur le

réseau tel que

lien (i,j) absent < facteur 1 ;

lien (i,j) présent < facteur vs;s;. (425)
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3

vE98s) |

1 2

Figure 26: Un diagramme de deux liens.

(@

(©

(b)

Figure 27: Exemples de diagrammes pairs. (a) Une boucle, (b) une boucle
avec intersection, (c¢) un diagramme composé de deux boucles.

Exemple. Voir la figure

Comme

" 2 n pair,
> osp= . (426)

sp—t1 n impair,

ne survivront a la somme sur {s;} que les diagrammes dont tous les vortex
sont pairs (= ont un nombre pair de liens) ; on les appellera les diagrammes
pairs. Des exemples de diagrammes pairs sont montés sur la figure

Ezemple. Dans l'expansion du produit, un diagramme pair de £ liens
donne, apres la sommation sur {s;}, une contribution 2Nv?. Soit g(¢) le
nombre de diagrammes pairs de £ liens existant sur le réseau ; formellement

g)= > 1 (427)
dia% l_pairs

On a en particulier g(0) = 1. On peut alors réécrire ([{24]) comme

P
Zn(K) = 2N (cosh K)T Zg(f)vé. (428)
(=0

Remarque. Dans la somme sur £, on peut remplacer la borne supérieure P par
00, sachant que ¢g(¢) = 0 pour ¢ > P.

Exemple. Pour le réseau carré avec des conditions aux bords périodiques
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(toroidales) on a g(¢) = 0 pour tout ¢ impair, et puis

9(0) =1, 9(6) = 2N,
g(2) =0, 9(8) =iN? + IN. (429)
g(4) =N,

Exercice 63. Déduire ([@29) en trouvant les diagrammes qui contribuent
a chacun des g(¢).

Remarque. Jusqu’ici le réseau pouvait étre de dimension arbitraire. Cepen-
dant, personne ne sait calculer g(¢) pour un réseau en dimension supérieure a
deux. Désormais on considérera un réseau carré avec des conditions aux bords
périodiques, donc P = 2N.

22.4  Remplacement des diagrammes pairs par des diagrammes de boucles.
Certains diagrammes sont déja des boucles ou des collections de boucles. C’est
le cas des diagrammes (a) et (c) de la figure De facon générale, c’est le
cas pour tous les diagrammes qui ne contiennent aucun 4-vertex. Pour les
diagrammes qui ont des 4-vertex on remplacera chaque 4-vertex séparément
par les trois topologies locales différentes montrées sur la figure On note
que (c) se distingue des deux autres par la présence d’une intersection. Un
diagramme & @ 4-vertex sera ainsi remplacé par au total 39 topologies dis-
tinctes. Ces 3¢ diagrammes sont entierement composés de boucles et on les
désignera donc dans la suite comme des diagrammes de boucles.

(@) (b) ©

Figure 28: Les trois topologies locales que I'on peut associer & une intersec-
tion.

Aux trois topologies locales (a), (b), (c) de la figure B8 on associera re-
spectivement les poids locaux 1, 1, —1. Le poids d’un diagramme de boucles
est le produit de ses poids locaux, qui est égal a (—1)”, ou v est le nombre
total d’intersections dans le diagramme.

On voit maintenant que le remplacement d’un diagramme pair par un en-
semble de diagrammes de boucles se justifie par 'identité

poids d’un diagramme pair a ) 4-vertex

= somme des poids des diagrammes de boucles
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@) (b)

Figure 29: Exemples de “BNCI” : (a) Une boucle non contrainte, (b) deux
boucles non contraintes et indépendantes.

par lesquels il a été remplacé

=1.
Puis on a

o) = 31 (430)

diag pairs
a ¢ liens

- Y (431)
diag de boucles
a ¢ liens

ou il est entendu que v est le nombre d’intersections du diagramme qui est la
variable de sommation. Les diagrammes de boucles sur lesquels il faut sommer
ci-dessus, peuvent contenir un nombre arbitraire de boucles. Cependant, dans
ces diagrammes aucun lien n’est traversé plus d’une fois. Par conséquent,

(i) les liens appartenant & une méme boucle ne sont pas indépendants
mais soumis & des contraintes ; et

(ii) quand il y a plusieurs boucles, elles ne sont pas indépendantes entre
elles.

22.5 Passage aux diagrammes de boucles sans contraintes et indépendantes
(BNCI). On va montrer que dans l'expression ([#31]) pour ¢g(¢) on peut sommer
sur une classe plus grande de diagrammes composés de boucles non contraintes
et indépendantes (BNCI), les diagrammes que 1'on rajoute ainsi ayant une
contribution totale nulle. Les boucles en question sont toutes celles que 1'on
peut obtenir par des pas successifs entre sites voisins du réseau a ’exclusion
des demi-tours.

La figureZ3(a) montre une boucle “sans contraintes”: elle peut passer plus
d’une fois par le méme lien. La figureE%(b) montre deux boucles indépendantes :
elles ont des liens traversés en commun et donc s’interpénetrent.

Pour voir que les diagrammes rajoutés ne contribuent pas, il suffit de
considérer un lien traversé plus d’une fois, comme sur la figure Ici les
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Figure 30: Deux connectivités & travers d’un lien dont les deux poids
s’annulent.

extrémités A, B, C, D représentes les connections au reste du diagramme. Au
diagramme avec la topologie locale (a) en correspond un autre avec la topolo-
gie locale (b), mais dont la contribution est de signe opposé, car due a une
intersection de plus.

Donc au lieu de ([#3T) on peut écrire

g)= > (=~ (432)
diag de BNCI
a ¢ liens
On va maintenant attribuer une orientation a chaque boucle dans un dia-
gramme de BNCI. Celui-ci devient ainsi un diagramme de BNCIO, avec “O”
pour “orientées”. Pour un diagramme de BNCI ayant n boucles il y a donc
2™ diagrammes de BNCIO différents. Ecrivons

o0 i
o) = > Slgem), (433)
n=1

ou g(¢,n) est la contribution a g(¢) des diagrammes de BNCIO ayant exacte-
ment /¢ liens et n boucles. On a donc

{

n =~
g(t,n) = > [Jv» (434)
diag de BNCIO b=1
a { liens
et n boucles

1
= gZ---ZD(fl)---D(En)5z1+...+zn,/z (435)
T ln

ou v, est le nombre d’intersections de la bieme boucle (avec elle-méme ;
pourquoi n’a-t-on pas besoin de parler de ses intersections avec les autres
boucles 7), £}, est le nombre de liens de celle-ci, et

Dty = Y (=ynth, (436)
diag de BNCO
a 1 liens

ol, par extension de la notation précédente, BNCO veut dire “boucle non
contrainte orientée”.
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3 1 } 1 e—'rn /4
4 ei T4
(@) (b)

Figure 31: (a) Etiquetage des quatre directions a. (b) Les trois angles de
rotation possibles pour une marche arrivant sur un site.

Remarques.

1. Le “n” et le “+1” marqués par des fleches se compensent et ont été intro-
duits pour des raisons de commodité.

2. Avec la derniere ligne de ([#30)) on achéve une factorisation, puisque les
D(¥y) portent chacun sur une seule boucle.

Il reste donc le calcul de D(¢). Mais en supposant qu’il soit fait, on montr-
era d’abord l'expression de Zn (K) en termes de D(¢). En fait, par substitution

de (E30) dans [E32), puis de [E3Z) dans [E2F), on trouve

oo 00 _1\n
ZN(K) = 2N cosh®VK 1+ZZ( 2) > D) ... D)V Gy

= 2Vcosh®™ K |1 + Z

= 2V cosh?™ K exp

—% i D(f)vgl .

22.6 Calcul de D(0) et de Zn(K). On rappelle que D(¢) est donné par
[E34)), dont le calcul requiert une somme sur les BNCO. Une BNCO est
un chemin orienté fermé que 'on peut construire en rajoutant des pas suc-
cessif en excluant les demi-tours. L’expression (30 indique qu’il faut som-
mer sur toutes les BNCO en les pondérant par (—1)"*!, ol v est le nombre
d’intersections. L’astuce suivante convertit la détermination de v, qui semble
a priori une propriété topologique globale, en une somme de contributions lo-
cales calculées le long du chemin. Dans le poids du chemin on incorpore pour
chaque site k visité un facteur e%/2, ot 6 est angle de rotation du sens du
chemin sur ce site. La figure BIl montre les trois cas qui peuvent se produire.

Il est maintenant utile de remplacer la notation ¢, j,... pour les sites du
réseau par 7;,7j,.... On introduit en plus un indice o = 1,2,3,4 qui dénote
les quatre directions possibles d’un pas du chemin. Soit une suite de ¢ sites
visité

(770,060),(7?1,041),...,(Fg,ag), (438)

(437)
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ou évidemment «,, est déterminé par 7, et 741 (m = 0,1,...,¢ —1). On
peut associer au chemin [38) un produit de ¢ facteurs, a savoir les mémes
pour chacun des sites 71, ..., 7y que ’on avait définis ci-dessus pour un chemin
fermé. Noter que le facteur associé au site 7y n’est pas défini.
0
. ’ N . . . . N
Soit MY (7, 7) la somme des poids ainsi obtenus pour tous les chemins &
¢ pas commencant par (7, ) et terminant par (7, a’). Il est clair que
s b b

Mg (7, 7) est Pélément d’une matricedN x 4N. (439)

Dans le cas particulier ot 77 = 7 et o = « la suite [E3) se réduit & une BNCO
dont M§* (7, ) donne correctement le poids qu’il faut dans [#38). Donc

Dty = 33 S

_ %m« My, (440)
ou “tr” dénote la trace et ou le facteur 1/¢ apparait a cause du fait que chaque
chemin fermé de ¢ pas peut étre commencé dans chacun de ses £ sites visités.

Tous les CNCO [*** maintenir 7] a ¢ pas peuvent étre obtenus a partir
de ceux a ¢ — 1 pas. Comme les poids des angles de rotation se multiplient,
on a la récurrence

M, = MyM;_; =... =M/, (441)
d’ou
1 ¢
1N
- Iy (442)
o=1
avec A1, Ao, ..., Aqn les valeurs propres de M.

Sans encore connaitre les A\, on peut d’ores et déja substituer [Z2) dans
E37), ce qui donne

i 1 00 ’UZ 4N
Zn(K) = 2N cosh? K exp ——Z—Z)\g]

Mo 4N
1
_ 9N 2N
= 2" cosh“* K exp 55 log(l—v)\a)]

4N 2
= 2V cosh?VK [H(l - v)\g)]

o=1
= 2V cosh®V K [det(1 — le)]%. (443)

Afin de trouver les \,, on diagonalise M; moyennant une transformation de
Fourier. Soit ¢ = (¢z,¢qy) un vecteur d’onde discrétisé comme il convient en
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présence de conditions aux bords périodiques. L’invariance par translation
donne le résultat simple

MY (G, 7)) = 0g+q0 Mara (@), (444)

ou, dans le sous-espace avec un ¢ déterminé, M(q) est donné par la matrice
4 x4

e—ite 3ty 0 i3 elty
1 . . 1 .
. ize™' e ' iT2el® 0
Wi(g) = A PR T
0 ize ' e  iT2eW
i~2eids 0 2 it el
Pour ce bloc
det[l —oM(q)] = (1+v%)%—2v(1 —v?)(cos g + cosq,)
= d(@), (446)

et 'on voit que d(q) > 0. Substitution de (46l dans ([#Z3)) donne 'expression

2
Zy(K) =2V cosh® K |[[d(@)]| (447)
q

qui est le résultat final pour Zy(K), obtenu pour la premiere fois par Onsager
en 1944. En prenant le logarithme de ([{47), puis la limite N — oo, on obtient
pour I’énergie libre par site

1 s s
—0Bf(K) =log 2—1—@ dg, / dgy log [cosh2 2K — 2(cos g, + cos gy) sinh 2K] .
—m —m

(448)
Une transition de phase est signalée par une non analyticité de f en fonction
de K = J/kgT. Une singularité ne peut provenir que de ce que 'argument du
logarithme dans ([#ZF]) s’annule. Or, cet argument est strictement positif pour
tout ¢'# 0 ; cependant, pour ¢ = 0 il peut étre écrit comme (1 — sinh K)?, ce
qui nous fournit le point critique K = K. comme la solution de

=1 = T = 2J
kpTe " kplog(v2—1)

La divergence logarithmique de la chaleur spécifique est obtenue en dérivant
(EZ9) deux fois par rapport a la température.

sinh K. = sinh

(449)
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23 Appendice

A. Intégrales gaussiennes

23.1 Intégrales gaussiennes. Voir, par exemple [ZI89]. Dans les formules
de ce paragraphe on adoptera la convention de sommation d’Einstein.

a. Un groupe de variables. Soit A une matrice n x n, symétrique, de
valeurs propres a parties réelles positives, et soit b un vecteur quelconque a n
composantes. L’intégrale gaussienne

(271')”/2

/d.’El .. /d:t?n exp(f%xiAij:cj + bzxz) = W exp(%biA;jlbj) (450)

est bien connue. Notons (.. .) la moyenne par rapport au poids exp(— %xiAijxj).
On a
<xi$j> == Ail (451)

v

(T Ty - Thgy) = Y | (452)

appariements paires (k,k’)

La deuxieme équation s’appelle le théoréeme de Wick ; cette décomposition en
produit de paires est a la base de toute la diagrammatique des théories des
champs.

b. Deux groupes de variables. Soit A une matrice n X n complexe de
déterminant non nul, et soient b et b des vecteurs n-dimensionnels quelconques.
Soient deux groupes de variables, x1,...,T, €t y1,...,y,. On introduit les
combinaisons linéaires z; = (z; + iy;)/v2 et Z; = (z; — iy;)/V2. On a alors
les intégrales

. 2ri  bb
/dsz exp(—ZAz + bz + bZ) = % exp(z) (453)

_ ) _
/dzldzl .. / dz,dz, eXp(—EiAiij + bz + blfz) = % eXp(biA;jlbj)
(454)

La premiere est le cas particulier n = 1 de la seconde. L’expression Z;A;;z; est
la forme quadratique la plus générale qui soit invariante par rotation simul-
tanée d’'un méme angle dans tous les plans (x;,;), et c’est une telle expression
qui apparait assez souvent dans les applications.

Remarquer finalement I'intégrale

/ dz exp bz = 271 §(b) (455)
On considere des moyennes par rapport au poids exp(—%;A;;jz;). Pour

n=1,

Z)=A"1  (PH=EF=0 (456)
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Pour n général les moyennes avec le méme nombre de z; que de Z; sont seules
non nulles. Elles sont encore données par un théoreme de Wick. Dans ce cas,
I’ensemble des appariements des deux types de variables est égal a I’ensemble
des permutations P des unes par rapport aux autres, d’ou

)4
— _ o -1
<zj1zk.1 v zjzzkﬁ = Z H Akijm (457)
permutationsP =1

c. Eremples. Remarquer qu’en particulier (z§”> = <E}”> = 0 pour m =

1,2,.... La moyenne non nulle d’ordre quatre est
<§122§324> = <§122><2324> + <§124><§3ZQ> (458)

d. Démonstration. Pour n = 1 et n = 2, toutes ces relations sont faciles
a vérifier explicitement par un passage a des intégrations sur x; et y;.
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24 Appendice. Exercices supplémentaires

Exercice 64. On considere la version champ moyen du modele d’Ising
décrit par le hamiltonien

HZ—% ZSiSj—hZSZ‘ (459)
1,j i

A. Equilibr@ a une température T donnée. On pose 3 = 1/kpT, K =
BJ, H = fph et M = Nm =), s;. Soit encore F(M) I'énergie libre a
M donnée. Montrer les propriétés suivantes.

a. F(M) est extremum pour M solution de

m = tanh(K'm + H) (460)

b. Le systéme a une température critique a K = K. = 1. Au-dessus
de cette température I’équation pour m possede une solution unique m,
qui correspond a I’état d’équilibre stable. En-dessous de la température
critique il existe un valeur critique du champ magnétique

H, = [K(K — 1)]"/? —1og|K'/? + (K — 1)'/?] (461)

tel que pour 0 < H < H. l’équation pour M possede deux solutions
supplémentaires, m_ et mg, qui correspondent respectivement a un état
d’équilibre métastable et a un état instable.

B. Equation maitresse. On dote ce systeme d’une cinétique markovienne
en spécifiant les taux de transitions

W (s?,s) = exp[—s;(KN~! Z s; + H)] (462)

c. Ces taux obéissent aux relations du bilan détaillé.
d. Exprimer 'opérateur ¥V en termes de matrices de Pauli.
On définit les opérateurs de moment angulaire

1 (e}
Ja=5d 08 (a=wy72) (463)

e. Exprimer W en termes des J,.

f. Trouver 'opérateur symétrisé W?*.

g. Remarquer que W* commute avec J? et interpréter la restriction
de W? au sousespace de moment angulaire %N .
C. Le spectre de YW?. 1l n’existe pas de facon connue de diagonaliser WW*
analytiquement. Toutefois, il est possible de trouver perturbativement
les valeurs propres les plus basses, qui sont aussi les plus intéressantes,
car elles correspondent aux temps de relaxation les plus longs.

Au préalable on applique une rotation d’angle i encore a fixer autour
de l'axe Oy, en sorte que les J, deviennent

Jy = Ly, Jr = —Lyzcospu— L,sinpu, J,=Lysinpy— L,cosp (464)
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Ensuite, la transformation de Holstein—Primakoff donne une représentation
des opérateurs du moment angulaire en termes d’opérateurs bosoniques
a' et a. Pour un moment angulaire total de nombre quantique %N cette
transformation s’écrit

b= ) 5
b = e
L, = N(aTa—%)

h. Vérifier quun calcul du moment angulaire total donne L? =
%N (%N +1), et que les relations de commutation habituelles sont satis-
faites (tant que le nombre quantique [, est dans l'intervalle 0 < [, < %N ).

i A partir des relations précédentes on peut exprimer WW* en termes
des opérateurs bosoniques. Développer cette expression en une série de
puissances de N~1/2 et montrer qu’il est possible de choisir x tel que
les termes d’ordre N et d’ordre N'/2 s’annulent. [Solution : cosp = m
avec 0 < p < 7, ot m est l'une des solutions de 1’équation donnée plus
haut ; il y a ainsi soit une possibilité p, soit trois possibilités p, pu—
et po.] Démontrer le résultat final

W = —Ajala — %Bi(aTaJr +aa) — D; + O(N~Y?) (465)

ouni=+,—,0 et

1
A; = 2Ksinp; [§Ksin2 i — 1] +2/sin pu;
1
BizszmmeMﬁu
1
m:§mﬁm

j. Montrer qu’apres une transformation de Bogolioubov
¢ =a' sinh x; 4 a cosh x; (466)
avec x; convenablement choisi, 'opérateur W?* prend la forme diagonale
WS = —Nala— A, (467)

Déterminer les \; et A;.
k. Etablir les conditions de validité de cette derniere transformation
et interpréter vos résultats. Que se passe-t-il au point critique?

Dans une analyse plus poussée, que 'on ne tentera pas de faire ici,
il faudrait s’interroger sur la nature des états propres de W?* et calculer
par exemple la susceptibilité magnétique dynamique.
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Exercice 65. La fonction de corrélation en approximation onde
de spins

Cet exercice ne fait intervenir que des opérations mathématiques élé-
mentaires qui reviennent souvent en physique théorique. Il est conseillé
d’en étudier tous les détails.

On prend pour point de départ le hamiltonien du modele XY sur un
réseau hypercubique d-dimensionnel de N¢ sites & conditions aux bords
périodiques. Sur chaque site n de ce réseau se trouve un spin classique
S, a deux composantes, de longueur S = 1, faisant un angle ¢,, avec un
axe de référence. Le hamiltonien est alors

N
Hxy = —Jzzsn—a'sn

n=1 §

N
= —J Z Z cos(¢n, — dn—s) (468)

n=1 §

ou ¢ parcourt les d vecteurs de base du réseau. A basse température
les différences |¢,,_s — ¢n| seront petites devant 27, si bien qu’on peut
développer le cosinus et ne retenir que les termes quadratiques. En
supprimant une constante additive on arrive ainsi a

HEY = J ZZ — bns)’ (469)

n=1 §

A la limite des basses températures on peut prendre —oo < ¢, <
00, sachant que l'intégrand sera effectivement nul si ¢, s’éloigne trop
des valeurs des ¢,_s5. Remarquer que l'expression (HG) est aussi le
hamiltonien d’un cristal harmonique dont les atomes sont astreints a se
déplacer le long d’une seule direction.

On cherchera a calculer, en approximation onde de spins,
(i) la fonction de partition canonique associée au hamiltonien (EGY) ;
(ii) la fonction de corrélation (Sp - S,) = (cos(¢g — ¢,)) pour deux
spins a distance 1 < r < N.

a. On se limitera dans un premier temps au cas unidimensionnel, d = 1.
Les composantes de Fourier du champ ¢,, seront définies par

N
~ 1 ;
b1 = 57 2" (470
n=1
ou 'on admettra les nombres d’onde
2k
q:% avec k=0,1,...,N—1 (471)

Montrer que le changement de variable inverse est

1 —ign ]
Pn = er ", (472)
q
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et qu'avec () on a automatiquement ¢, = ¢,+n, ce qui confeére un
sens a ¢, pour tout n =...—1,0,1,...

b. Vérifier les énoncés suivants.

— La relation (EZ0) donne le méme ensemble {ng} pour toute autre
suite de N entiers relatifs & consécutifs.

Remarque. Il est souvent commode de supposer que N est pair et

de prendre
N N N

k——;—f—l, —5—1—2, gy

Pour N — oo ce choix donne —m < ¢ < 7, c’est-a-dire g dans la premiere
zone de Brillouin.

— L’équation (EZ) s’écrit sous forme matricielle ¢ =Ug, ou U est
unitaire.

-~ On a g?),q = gZSZ et gZSO et gisﬂ sont réels.

Remarque. Le point ¢ = 7 se trouve sur le bord de la zéne de
Brillouin et est de ce fait un peu exceptionnel.

(473)

c. Montrer que, pour N pair,

HEY =7 ) (1 —cosq) dgd—q (474)
q
ou q parcourt la premiere zone de Brillouin, ou encore
HY =27 ) (1—cosq)|ogl” +2J 62 (475)
0<g<m

On considere [{TZH) comme la forme diagonale de ’Hg(dls/, bien qu’elle

couple encore les variables ¢, et ¢_,.

d. Exprimer ’Hg(dls/ en termes des variables

¢q = Ry+il,
¢_q = R,—il, (476)

Intégrer les R, et I, de —oo a +oo et montrer qu’a la température inverse
B = 1/kpT la fonction de partition de ce systéme est donnée par
T 1
Z(8) = [— : 477
0 -1 57y (477

Soit F'((3) I’énergie libre par site & la limite thermodynamique. Montrer

que
2kpT

J

f(B) = —%kBT log (478)

e. On s’intéresse maintenant a la fonction de corrélation. Sachant que
les cumulants d’une loi gaussienne au-dela du second s’annulent, montrer
que

(Sp-S,) = e~ z{(@0=dn)?) (479)
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f. Montrer successivement que

IR 1
(PgP—q) = m‘sqﬂm
o0 1 1 — cosng

Prendre la limite thermodynamique (N — oo, n fixe) de ce résultat.

g. Montrer que
(S - Sp) = e IMkBT/2] (N o0, n fixe) (481)

Conclure que, aussi basse que soit la température,
—la chaine XY n’a pas d’ordre magnétique a longue portée ;
— la chaine harmonique n’a pas de structure cristalline.

Dans la suite on considere les dimensions d > 1. Les variables n et ¢
sont alors des vecteurs n = (n1,...,nq) et ¢ = (q1,...,qq)-

h. Parcourir les calculs précédents et indiquer ce qui change pour di-
mension d arbitraire. Montrer que

1 1 —cosn-q
Ja— 2 p—
((P0 — &n)7) NdﬂJ#ZOd—COS%_---_COSQd

(482)

et écrire cette expression a la limite thermodynamique.

i. Considérer d’abord le cas d = 3. Montrer que ’écart quadratique
moyen (HR2) reste borné pour |n| — oo. Esquisser (S - S,,) en fonction
de |n|. Conclure. Que pouvez-vous dire des dimensions d = 4,5,...7

j- Pour d = 2 on a un cas particulier. Déterminer le comportement
asymptotique dominant de [H8Z) pour |n| — oco. En déduire le com-
portement asymptotique de (Sp - S,) aux grandes distances.
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